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AVERTISSEMENT 



SUR LA TROISIEME EDITION. 



X-.E lecteur quiDoudraconnaitred'avance 
\ . le plan de cet outrage , en brouvera l' expos i^ 

% I tion et le motif dans la Preface qui suit. 

^ Uayant midite depuis long- temps , je nai 

^ du luijaire sub ir dans cette edit ion que peu 

\ de modifications; mais beaucoup de details 

^ ontite refaits avec le plus grand soin. 

\ Persuadi de plus en plus que les succes 

^ de ceuxqui n appor tent pas a V etude d*une 

^ science des dispositions marquees , et un 

godt decide pour les speculations dont elh 
se compose , dependent en grande partie de 
la maniere dont on leur en presente lej 
premieres notions y jesuis revenu de nou-^ 
veau sur le commencement des Elimens 
d' Algebre; J ai tdche de mettreaprofit l' ex- 
perience que fai^ais acquisepar V enseigne- 
. ment des Editions precSdentes de mon ou- 
vrage , etfai remplace dntierement les di- 
vers morceaux que lepeu de temps que fa- 
vais eu adonnera sa premiere redaction rna- 
vaitforci d'emprunterde celui de Bezout. 
Je me suis rapproche dai^antage de la 
marche d invention ^ la seule parlaquelle 
onpuissefaire itudieravec quelque intiret 
les commencemens de I'Jtlgebre , et en 
donner une idie raisonnaole; maisfaieu 

aiij 
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^n mSpie temps I attention d^ multiplier 
les resum,es et les enonces dans laform^e dog- 
matique , necessaire pour rendre aisee la 
pratique des regies. 

Ce travail rn aconvaincu que laconside^ 
ration des quant ites negatives Isoldes ^tait 
pn general placee troppres ducom^mence^ 
ment dans la plupart des litres elemen-^ 
taires ; et cela est dailleurs conJtrmS par 
V histoiredela science y oii P on voit quel' ex* 
plication des solutions negatives est ur^ des 
demiersprogresde V analyse du a Descartes^ 
jdussilaplupart des auteursnesesontadreS' 
sessurcesujetqu a la memoire; et ceuxqui, 
nevoulantpasenfaire un ohjet d'dutorite^ 
ont cherche a expliquer la nature dc ces 
quantites ^ onteu recours d des comparai^ 
sons forcees , comme celles des biens et des 
dettes , qui ne conviennent qua un cas 
particulier de cette th^orie. 

Ce nest dailleurs que parV application 
del Algebredla Geometric^ quonpeutcon- 
cevoirdans touteson etendue la theoriedes 
quantites negatives y puisque lesprincipales 
circonstances de cette theoriesont des f aits 
algebriques quilfaut se contenter de hien 
constater et de classer ensuite dans Vordre 
qui les fait le mieux ressortir. C'est aussr 
ce que fai tache defaire , craignant , d'a-- 
pres une observation tres-repetee , VobscU" 
rite que des details rnetaphysiques , trap 
etendus et trop multiplies ^ jettent daiis 
Vesprit des cow mencans. 
^'a\ done differe de parler des quantit&s^ 
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negatives jusquh ce cju elles fussent aTne-^ 
nees par la resolution des questions ; fai 
montre comment, d'apres les regies itablies 
sur les sisnes , elles modifiaient les inoncer 
des problemes qu elles risohaient ^precise' 
^ mentd'une rrianiere conformeace quepreS'- 

crivaient les regies du raisonnement poue 
lever la contradiction manifeste contenus 
dans les enoncis primitifs. Cette consider 
ration m a fourni une occasion dcvirifier 
les regies des signes qui emharrassent si 
souvent les esprits difficultueux ^ et qua 
f ai deniontrees alors , k priori , pour les 
quantitis negatives isolees. 
Tai fait rem^arquer ensuite ces express 

\ sions singulieres, comme —. —^ que VAU 

o o ' 

gebre donne pour reponse aux questions 

impossibles ou indetermindes , et dans la 

classe desquelles rentrent , au moinshcer-- 

tains egards, les quantitis negatives, puis" 

qu elles nesont aufond qiiun mode dont 

VAlgebre se sert pour iluder une contra-^ 

diction. I/on ne pourra bldmer cette assor^ 

ciation , si I' on reflechit que de mime que 

le signe des quantites negatives indique le 

redressement dont Venonce est susceptible , 

le symbole — indique aussi en quoi con^ 

siste lafaussetedes equations etla maniere^ 
d^attSnuer Verreur autant quon voudra. 

Toutecette theorie estdirivee d'^exemples 
faciles d, saisir , et qui , par des consider- 

a iv 



rations familieres a to us les esprits, veri^ 
Jient en mime tem^ps les rSsuitats alge-* 
hriques. 

Cette doctrine nest pas Imseule des EIS^ 
tnens d Algebre qui avait hesoin d' eclair-' 
•cissemens et meme de rectifications ; la 
recherche du plus grand com^mundiviseur^ 
encore plus elem^entaire a certains egards , 
itait tout^or-f ait incomplete ^ ainsi quon 
sen convaincra en comparant ce que fen 
ui dit'avec cequon trouve dans les autres 
divres elementaires ; on Derra aussi que le 
calcul des radicauoo renfermait quelques 
propositions paradoxales qui navaient ete 
ni indiquSes niexpliquees. 

Je me fiat te que dans ce livre on c^ppren-^ 
dra, non^seulem^ent le mecanisme du cal-- 
cul algebrique ^ ce quon peut /aire dans 
heaucoup a autres , mais quon y saisira 
encore lametaphysique du calcul^ qui m>e 
sem,hle n'ai^oiret^ donnSe nulle part d^ una 
maniere satisfaisante ^ et sans laquelle 
neanmoins VAlgehre ne parait quun 7)eri- 
table metier y denue de tout in (ire t pour 
fes tetes pensanf^s. 



PREFACE. 

JLi*EXPiRiENGE deplusieur3 ann^s m'ayant 
mis ii port^e de donner aux El^mens d'Al^ 
g^hre que j'ai enseign^ k T^cole centrale 
des Quatre-Nation.s , une forme qu'ils pa- 
raissent devoir conserver, je vais rendre 
compte des motifs qui m*oiit d^termiii^ 
dans lechoix des m^thodes et dans Tordre 
de leur exposition. 

Les progr^s des sciences am^nent certaines 
^poques oil la refonte des El^mens devient 
n^cessaire pour les mettre d'accord avec le 
syst^me g6n6ral des connaissances , et leur 
donner la teinte qu offrent les d^couyertes 
r^centes auxquelles ils doivent servir d'in- 
troduction. 

La v^rit^ de cette assertion , reconnue 
par tous qeux qui ont ^tudi6 la marehe des 
sciences , frappera encore plus particuliA- 
rement les personnes vers^es dans Thistoire 
des Math^matiques ; elles savent que TAl- 
g^bre, enseign^e en Europe d^s le XIU' 
si6cle, par Leonard dePise , d*apr6s les Merits 
des Arabes , qui , peut-^re , s'itaient servis 
deTArithm^tique deDiophante, futbom^e 
dans ses commencemens k la resolution 
d^un petit nombre de questions aritlim6- 
tiques , comprises dans des Equations qui ne 
passaientpas le second degre j que lesprin- 
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cipesdont on fit usage pour d^cduvrir les 
inconnues , ^taientfond^ssur des consid^ 
rations g6om^triques; enfin quel*on n osait 
se reposer sur des conclusions tirees imme- 
diatement du calcul sans les avoir v^rifiees 
paivdes applications , soit k des nombres , 
soit a des figures. 

La langue de cette science portait Tem- 
preinte de sa faiblesse ; les signes , bien dif- 
f^rens de ceux dont on se sert k present , 
n'^taient pas fix^s ; on repr^sentait quel- 
quefois les quantit^s par des lignes ; un 
grand nombre de termes techniques adop- 
t^salors , et tellement abandonn^s aujour- 
d'hui , que presque personne ne les entend, 
^taient tir^s des Merits des anciens , et rela- 
tifs, pour laplupart , k la G^om^trie. Cette 
premiere 6poque des El^mens d*Alg^bre 
produisit en France ceux de Buteon et de 
Jacques Pelletier (du Mans). 

Vi^te , sinon'en introduisant , du moins 
en ^tendant Tusage des lettres pour designer 
les quantit^s connues aussi bien que les in- 
connues y augmenta la puissance du calcul, 
et fitfaire un grand pas k la science , quoi- 
qu'il conservat encore et qu'il cr^at m^me 
quelques denominations hizarres qui sem- 
blaient devoir en retarder les progres. Des- 
jpartes , par la notation des exposans, com- 
pl^ta Tenfemble des symboles ; et ses d^ 
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couvettes , celles 4' Albert Girard et d*Har- 
riot , surja th^orie des Equations , firent de 
TAlg^bre un corps de doctrine capable de 
se suffire k lui-m6me : telle fut TAlg^bre 
de Wallis. Enfin parut T Arithm^tique uni- 
verselle de Newton , qui marqua une troi- 
si^me 6poque bien sup^rieure aux pr6c6- 
dentes ; mais ceux qui compos&rent ensuite 
des livres^l^mentaires, ne purent atteindre 
i tout ce que contenait cet ouvrage , et se 
traln^rent sur les pas des pr^d^cesseurs de 
Newton , jusqu*^ ce que Clairaut, se fray ant 
une route philosophique , repandlt sur les 
principes de I'Alg^bre une lumi6re nou- 
velle. Les lecteurs , dans son ouvrage , 
prennent part en quelque sorte i4'inven- 
tion de la science ; ils en saisissent le but d^ 
les premiers pas qu'ils y font , et ne se de- 
mandent plus ce que signifient ces symboles 
myst^irieux qui semblent ne conduire que 
par une sorte de magie kdes r^sultats tou- 
vent inintelligibles : tout/ est 6clairci , tout 
est appliqu6 ; rien ne se pr^sente qui ne soit 
n^cessaire ou qui ne soit amen^ par ce qui 
pr^c^de. On trouve dans ce livre plusieurs 
choses entierement neuves , telles qu'une 
■ demonstration de la formule du binome, 
fondle sur la th^orie des combinaisons , et 
qui, reposant entierement sur le m^canisme 
fie la multiplication des quantit^s alg^- 
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briques , eat encore pourle cas oiirexposant 
est entieretpositif , laplusdirectequ on ait 
pu d^couvrir jusqu'i ce jour ; des develop- 
pemens tr6s-6tendus sur la recherche des 
diviseurs commensurables des Equations ; 
des details n^ces&aires pour completer et 
d^montrer enti^rement la resolution des 
Equations du troisieme et du quatrifeme de- 
gr^ , paries m^thodes de Cardan et de Des- 
cartes , les plus r^pandues alors. 

Les El^mens d'Alg^bre de Clairaut ob- 
tinrent tout le succ^s qu'ils avaient m^rit^ ; 
et s'il eut renferm^ dans de justes bornesla 
marche d^invention qu'il ayoit adoptee ^ il 
n y a pas de doute qu'elle n'eutpr^valu sur 
toutes les autres : xnais cettemarche, n^cea- 
saire pour ^clairer et pour encourager ceux 

.qui commencent T^tude de TAlg^bre , de- 
vient minutieuse , et se trouve surcharg^e 
de details , lorsqu'on la poursuit rigoureu- 
«ement au-delk des premieres notions. Aussi 
les derni^res parties de T Alg^brede Clairaut 
lie furent pas autant goilLt^es que la pre- 
miere ; on crut m^me s appercevoir que les 

. regies fondamentales de T Alg6bre ne s y fai- 
saient pas assez remarquer ; qu'^tant , pour 
ainsi dire , fondues dans des exemples par- 
ticuliers , il arrivait souvent que les jeunes 
gens , apr^s avoir parfaitement suivi toutes 
les operations de cet Auteur , ^prouvaient 
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etocore teaucoup de difficult^ lorsqu*ils 
voulaient l^S ^ffectuet par eux-m^mes. Au 
li^u de chercher idibarrasser deces incon- 
y^niens, qu il itaitais4defaire disparaltre, 
un plan aussikeureux que celui de Clairaut, 
on Tabandorina e1iti6rement pour retour- 
ner i Faricienrte mani^re de presenter les 
El^mens d'Alg^bre; etsotis ce point de vue , 
la Science r^trograda. Efeins' les nombreuses 
^itions qu'eurent Ie$ lirres qui succ^d^rent 
ircelui deClairaut, oti ne fit presque rien en- 
trer de nouteau dainsr les El^meris d' Alg^bre, 
malgr6 les iravaux imtoehses d'Eulet , da 
Waring et de Lagrange , sut la th^orie des 
^nations. 

Tel 6tait r^tat dei chos(es ^ lori^ue La- 
grange et Laplace furent appel^s^ faireun 
Cours d' Analyse k T^coleNdfrnale. Laplaca 
rfeprodtiiiit le plan qti'avait suivi Clairatit , 
comme leseul qui convlnt ^Tenseignement 
raisonn^ dela science : il rappelarattention. 
des professeurs 3ur les richesses que renfer^ 
ment les collections acad^miques. Les tra- 
vaiix que son cdll6gue et liii fifent k cetfei 
occasion , aiigmentSrent encore cette masse 
de richesses ; et il ne fut plus permis de s« 
livrer k Tanciehne routine. 

OocupSdepiiis plusieurs ann^es^rassem- 
blerenuncprps d'ouvrage^ toiltGequi ^vait 
4it& fait de plus important sur lecalcul diffi- 
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rentieletsurlecalcul integral, j'avais d^ji 
senti le vide que laissaient les livres 616men- 
taireslesplus r^pandus ; etpourlecombler, 
j'avais ins^r^ datts le premier volume de 
mon ouvrage quelques-unes des m^thodes 
indiqu^es dans le Oours de r^eole Normale. 
Pourfairereposer la th^oriedes Equations 
sur celle des fonctions sym^triques , qui en 
eis t le fondement leplus solide^ j 'avais donn^ 
de la proposition de Newton sur la somme 
des puissances des racines , une demonstra- 
tion peut-^tre plus directe et plus ^lemen- 
taire que celles qu'on connaissait aupara- 
vant. Lorsque je fus charge de professer les 
Math^matiques aux Ecoles centrales, j'in- 
s^rai ces nvat^riaux dans les notes que je £s 
pour une Edition de TAlg^bre de Clairaut ; 
et je ne tardai pas k me convaincre par moi- 
m^me qu'il 6tait n^cessaire de resserrer 
beaucoup la marche d*invention. 

Je crus done devoir ne m'astreindre k cette 
marchequepourenfaire Tintroduction des 
El^mens^ pour montrer comment la neces- 
sity d'^crire des phrases un peu longues y 
danslesquelles les m^mes mots, ou au mains 
les m6mes id^es, revenaient souvent, a con- 
duit k employer des signes abr^viatifs pour 
indiquer ces mots ou ces id^es ; et comment 
ensuite ces abr^viations , en resserrant 
toutesles parties du raisonnement dans un. 
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petit espace, en rendentles liaisons plus 6vi* 
denies, et font, pour ainsi dire, appercevoir 
k Toeil les conclusions qu'on doit en tirer. 

Cest-li tout cequ'on peutesp^rer defaire 
en tendreauxcommen9ans* Les divers objets 
qu'embrasse TAlg^bre , par Textension de 
ces premieres id^es, ne peuvent 6tre sentis 
que par ceux qui Tont parcourue en entier , 
et il en est de m^me dana toutes les sciences , 
lorsqu ellesont faitde grands progr^s : leur 
but et leurs moyens ne s^auraient 6tre indi- 
qu^s comp] Element dans une definition , 
m^me tr6s-d6velopp6e. 

Au-del^ des premiers commencemens , 
r6l6ve ayant apper^u le but de la science 
qu onlui enseigne, et s'^tant conraincu de 
Futility de son travail, pour Tengager k le 
continuer , il ne faut plus que lui presenter 
lesmati^res dansVordreou ellesnaissentles 
lines des autres ; un enchainement m6tho- 
dique, un d^veloppement de la liaison des 
theories et des propositions, renferm^dans 
de justes limites , m'ont en consequence 
paru sufiisans pour sontenir rint^r^t des 
leoteurs, et je m'y suis born^. 

Les cours des Ecoles centrales , embrassant 
i-la-fois ledessin, leslettres, lessciences ma- 
thematiques et physiques > les sciences mo- 
rales etpolitiques,nedoivent avoir pour but 
que rexposition des premiers prineipes de 
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nosconnaissances , il convenait par cons4-» 
quentdes^parer desEl^mens d'Algfebre tout 
ce qui pouvait appartenir k une ^tude plus 
approfondie de la science. Je publiai done 
des El^mens, r^duits ^ce qu'il est indispen- 
sable de connaltre pour se former une id^e 
exactedes principales considerations qu'on 
emploie dans cette branche des Math^ma-* 
tiques , et je r^unis dans leur Complement ^ 
les theories d'un usage moins frequent. 

La nature m6me de Tenseignement de ces 
sciences dans les Ecoles centrales^ a dH fixer 
la forme que j'ai donn^e a mes EMmens. En 
effet, dans cet enseignement^ qui comprend 
rAritlim6tique,rAlg6bre, la G^om^trie, la 
Trigonom6trie, quelques notions d'applica- 
tion del'Alg^bre k la G^om^trie^ et qui ren- 
ferme tout ce qu'il est n^cessaire de savoif 
pour la pratique des arts m^caniques, de 
rarcliitecture,derarpentage,il s'agit plus 
d*exercer le jugement que la m^moire. 
Quel que bien sues qu'aient 6t6des proposi- 
tions isol^es^ on finittou jours par les ou- 
blier, lorsque Ton n^en fait pas des applica- 
tions journali^res ; et laplupart des choses 
qu^on apprend dans Tenfance ou dans lapre- 
mi6rejeunesse,sortentpourjamaisdenotre 
xnemoire : mais ce qui nous reste, c'est la fa- 
cuhe de remplacer ces choses par celles qui 
sont n^cessaires au genre de travail que nous 

avons 
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ttYons embrass6 , et que le d^veloppement 
que notre esprit a re^u nous permet d'6tu- 
diet dans les sources ou de d^couvrir p^r 
nous-mi^mes. 

-Ges v^rit^s incontestables prouvent que - 
dans les 6colespubliques , destinies k Tins- 
truction de la masse des jeunes citoyens, 
c'estmoins les details des sciences qu'il faut 
enseigner , que le d^veloppement de ieut 
partie philosophique , qu'il faut faire aveo 
soin. Les propositions particuli^r^s nesont 
utiles que comme des exemples prppres k 
£xer les notions renferm^es dans ce d6ve-* 
loppement. Lorsqu'on traite ainsi les Ma- 
th^ni'atiques , on en fait une logique appli- 
qu^e qui remplace souyeijit avec ayantag© 
celledes anciennes icoles. Si c'estparrexer- 
cice qu on apprend auxenfansi jn£^i:clier| 
e^estaussi en.faisatitcontracter I'habitude 
de paisonner jiiste, qu'ondonne au jug?-» 
ment Texactitude et la s^v^jit^ dont il est 
susceptible. •. i 

Unprofesseur qui autialong-^tenips m^dit6 
sur son objet, saiftira avec empressement les 
occasions d'analyser les diff^rentes fomiea 
de raisonnement doxit la science qruil en- 
^eigne fournitdea exemples, et il rendira sen? 
si blea^ par ces exemples> la plupar t desifau tes 
que Ton eommet dans Tenchalnement dea 
id^e&i Son coursn'oJGPrira done pas un assenit 

" -'- •-"—:■ ' b^ ., ■ 
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blage de propositions isol^es , Tari^ daflft 
leurs details y mais monotones dans leur» 
formes, etnedonnantTid^equed'uncseiiil^ 
mani^re de trailer la science. En vain lui.obr 
jectera-t-on que ces propositions peuvent 
paroltre , i quelques 6gards , plus courtes et 
m^me'plus^Ugantes que des m^thodesplu^ 
g^n^rales ; il demeurera persuade que , da 
m^me qu'il y a dans les^ affaires des d^pense^i 
bien entendues qui conduisent k une veri- 
table ^conomie, il y aaussi dans les sciences 
des longueurs qui abr^gent : ce sont cellea 
qui ouvrent une source d'id^es nouvelles, et 
qui mettent sur la voie des progr^ ult^ 
rieurs. Enfin on ne pourra lui contester 
qu'un corps de doctrine, composi6 de details 
d^pourvus de cetteliaison qui soulage la m6^ 
moire et kjui dirige le jugement, ne s'efface 
plu$ pTOmptement de Te^i^rit quun petit 
iiombre de theories bien li6es. Si ces der- 
nitres exigent qudlqu*effort pour ^tre sai- 
9ie3,,il restera du moins, lorsqulon les aura 
Oubli^es,la faculty d'e^Gomprendre d'aussi 
difficilcis, tandis que le preinier savoir nVu« 
ta laiss^ apr^s luiauounr^srultat. 

C'est d*apres ces principes, que j ai cher- 
cb^iintrodiiire^d^s les premiers El^mens, 
des considerations fiftes et d^licates, r^«r- 
v^es jusqu'^ present attxM^moires, quisem- 
bloient Merita dans une autre langue que le^ 
ITraitis'ordinaires. Les plantes nouvelle- 
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taentapport^es dun pays dan^ i^n mitre ^ 
^prouTeiiitd'aboitiqtzelquedifiiculit^ fi s'ac'^ 
climater; mais eUe&daviena^nt hi6Xit6t,p9.r 
la Bucee^on de^ individus de leux ea{>4^e f 
aussi robusteaqti^lesiplaiitesindigdaes. J^tt 
sais persuade qu*il^n estde su^ma desidt^es* 
Sites con6idi6rati;oins par lesquelles j 'ai g^^* 
ralis^ ia d^monatraticin dubdnQmedeNeww 
ton, ia m^thode d'<^limination que j'aipr^- 
9ent^ed'apr^s£uler et Lagrange, ia th^orie 
quej'ai donn^edes r^cines ^gales , etlea re^ 
marques dont j*ai accompagm^la r^aolutioii 
lium<&rique des^uations, paroiBaent abs-» 
traites dans ce moment, c est plutdt parce 
qu* on les compare Ades theories fort incom-* 
plates, que par lour difficult^ propire^fuidi^ 
minuera k mesure4|u*on V^leigumvatAss an# 
ciennesid^es pour ee prater au^ nouTellesi^ 
D^terinin^ par les raisonsque jeviens d'eaLX 
po^er , k pF^£i6rer Jes m^nhodesg^n^^^c^^^^BUix 
m^thodes particuli^e^ , et ^etnptloyer ^ur-^ 
tout eeUes qui teiiQte&ijde plu8uprd»iiLla m^-^ 
taphysiqudde lastgience , >et qua offroiant 
par consequent diefs o(2oaBiOild derenda^ecetta 
In^tapfayaiqtve (^videtit^ , «t d'execDM tttile^ 
meittr esprit dw^I^ves, j['ai;A0hi, daxiisldur 
exposition, detenir un juste mrliortt entxe la 
ptx/U!x:it^ fatigatire, qui nelaAseexieii Afait^ 
kV^ihve^ etl'^bficuritf^qiii v^tAt»^ha^pi 
pres9iott dea id^d intenn^diairesi^ ^ 
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L enchalnement des parties de cet ouvragof 
est le r^sultat du plan g^iL^ral que }e me suis 
fait de Tanalyse alg^brique. Cette analyse 
offre deux branches bien distinctes, la th^o- 
tie des Equations et celledes suites. J'aicon- 
^u quelesEl^mensdevoient conduire les lee- 
teurs jusqu ^ la resolution d'une Equation 
quelconque,a£nquilspussenttrouyerlaLSo« 
lutibn des questions qu'ils sauroient ^crira 
analytiquement. Mais pour ne pas sordr de^ 
t)ornes ^^mentaires , jen'ai parl^ quede la 
resolution num^rique des Equations, la 
seule qui soit de quelqu'utilite dans la pra- 
tique^ puisqueles formules qui expriment 
les racines des equations litt^rales du troi- 
fiiemeet du.quatri6me degre sont sujettes k 
des exceptions tres-embarrassantes , et con-* 
duisent a des calculs au moins aussi longs que 
lesmethodes d'approximation numerique. 
: Jen*aipa$ du terminer aux equations^ des 
Hymens destines a. pr^c^der des legons de 
Geometrie. Les Anciens , qui ne connois- 
soient point les Equations ^ au moyen des- 
qifelles onpeut simplifier beaucoup tout ce 
quimgarde la coiLsiderationdes rapj^orts^y 
suppieoiehtpar la th^oriedes proportions. 
L' usage ayantconsacre leur emploi dans la- 
GeoinetFie,oiiilparoltgeneralementcQnye- 
nu/iecQSQ^ryer des traces de la m^thode des 
Anciens , f ai £ait succeder aux equations la 
theorie algebrique des proportions , qui sert 
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^-introduction k celle des progressions* 
Qii6i(jue plus faciles'que celle des ^na- 
tions ^ ces theories auroient ^t^ mal plac^es 
avant cette derni^re ; on les ^uroit perdues 
d^vuedepuis long-temps , lorsqu il auroit 
fallu en faire usage :* d'ailleurs^ retiseigxie* 
xnent pitblic ddVient ^plus g^iiik'aleiaent 
litile , lorsqu'on y manage des repos qui 
donnent aux ^l^ves un peu arri^r^ la faci^-' 
lit^' de^ se remettre an courant. 
' Je termine le volumepar une th^rieana^^ 
lytiqiiedes log»ithmes, 4-peu-»pr^s sembla- 
ble i celle quEuler a publi^e le premier 
dans son Introduction a I'analyse. del'inr 
Jlnijf etdbntil a dciyelopp^ ayecleplus grand 
^oin fa partie 6l6mentaire dans le premier 
volume de ^on Alg6bre. II y prouve Texis* 
tence du logarithme de 2 , dans le syst^ma 
doiitla.baseest la, pariinpi%)G^^que.j'ai 
mis en analyse^ qui est analogue k la r^-* 
solution^num^riqiiedes ^juations^etqui est 
bienpr^£6rable^ ces moyensyagues oil Ton 
faitentrerlacbnsid^rationde Tiniini piour 
ne ddiin^f 4{u*une id^e imparfaite de la for- 
mation des tables 4^ logaritbmea. Lagrange 
est aussi de cet avis ; car il n'a jamais , dan9 
aes ouvrages , donn^ une aoitre origine aux 
logarithmes , etvoici comment il les d^finit 
. dana le tome X de la nouvelle Edition du 
Journal dea lemons de T^cole Normale^ 
(page 28). b iij[^ 
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« On peut exprimar tout^ quaatitdyaria^ 
M ble par une constante y^lev^^ 4 une.pui^y 
li sanc6 variable; alors rexposantde oettci 
» puissancedevientaiAaiioiictiondela m^m^ 
>} quantity, etcette fanctioa eat, dap^ /e; ^^^ 
» le pluk gliniral, leJogaFithmede la fomc^ 
w tioix propos^e, A oil r.oi\yoit qtiel^s fono^ 
>3 tions logarithmiq.iies ne tont propreiQent 
»> que les r^ciproques des foncti^n^ e^pq-r 
>3 nentielles.^. On ne peutasaur^iQen.t.rieoA 
ojoater^rautorit^ deadeux hommee a#16-^ 
bras qu0 je viens de nomtner j an vain ae re*? • 
trax)Mcheroit-^on sur unepMtendueidifiicult^ 
de rendreces notions ^l^mentaites« l&xAev y 
H r^pondu depuis long^tenlps, dans rondrait 
cit^deseaEMmens d'Alg^bre ^ ou il ne sup-?^ 
pose 7 ponrcette th^oriey que>l6S aQti<xnfi 
lirithm^tiqnes de$ ptiissance^^ 

Lesfdnnnles d^apr^slesquelles on eftlcule 
rint^r&t de I'argent/etant.conlpFises.danfi 
icellestdesjprogressions et des loganthn^ea , 
6t les questions relatives k cette th6orie , 
formant ^rxe des applications les- pliip 
u^uelles da I'Alg^bre ^ j ai cru ne pouvoir 
Hie di$penser Ue les tmi|er succin<>teraent j| 
^t o'efitpaTJ^queifio termioe oet onYf^gc^t 
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*Procedes pour eiever hi une puissance quelconque uq radical. 335 
Pr«c^es pour en cztraire la racine d'un degr^ quelconque, a36 
. ■ ■ ■ pour ramenerau m^e degre desradicaox dedegr^sdiffi^ 

reus , 33f 

i,». I ■ » pour passer sons an radical un facteur qui en est dey 

hors, 238 

1 pour la uultipliGaUon et la dfvisibii d^t Tftdieaux quek 

conques, »^»<^' 

Remarques sur quelques cos singuliets du calcul des 

radicaux , flfS 

Determination du produit 1/~ a X V~r «> *^** 

Des direrses expressions du produit y/ aX V^ > ^* 

Du calcul des exposans fractionnaires , stJf^ 

^Con^ment on en conclnt Ies regies donne'es par |e cjdcol des ra- 
dicaux, f *^*^< 
A ^noi tient FaTantage qu'il a snr ce dernier, ^ifi 

Tbeorie genende des iquaUons , , ^4$ 

Sen* quelle foisK oa met ki. equaiiowjk.. . ^I 
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Ce que c'est que la racine d'une Equation , 24& 

Proposition fondamentale' de cette tbeorie , ibid. 

t)e la decomposition des Equations en factenrs simples ou du pre^ 

mier degre, * ^ " a5* 

Du nombre de diviseui^s du premier degr^ que pent ayoir nne '6qasf 

tion, Tt5% 

De la composition d^une ^uation par des factenrs simples ou du- 
' premier degre, ' ^ ibid. 

Formation de ses coefficiens, a5{ 

]Vote sur la composition des equations , a55 

. Combien une Equation peut avoir de factenrs d'undegredonn^, aS$ 

De r elimination entre les Equations des degres sup^ 

rieurs au premier , u54 

Par la ^ubsiitution de la valenr de Tune des inconnues , ibid, 

K^le pour faire disparattre nn radical , ^5^ 

FormuJiifs g<$nerales des equations k deux inconnues, et comment otk 

les met sous la forme d^equations k une seule, 269 

Formules d'elimination entre deux equations du second degrd, ^6c 
Note sur un procede d'elimination analogue h. celui du n" 84, ibidL 
Condition ique doiveot remplir les valeurs dVne m^me inconnue ^ 

commune k deux i^uations, a6^ 

Comment la recherche du commun diviseur de deux ^nations con-. 

duit k rdimihation de Tune des incoHnues, 36S 

Ce qu' il faut faire lorsqu'on a obtenu la valeur de Tune des inconnues 

dans Tequfltion finale , pour remonter h. celle de I'autre incdn- 

nue, I 36{ 

Cas singuliers dans lesquels les Equations propos^es sont contradlc- 

toires, ou bien laissent la question ind^fteuninee , a65 

Proc^dd pour eliminer une inconnue entre deux e'quationa quel- 

conques, ^ 1166 

Proc^^ qu'Euler substitue h. la recherche du commun diTiseur,!^/^. 
lBConv6iieps de l'<flimination' successive des inconnues , lorsqu'onit 

plus de deux (fquations, et indication du degre' auquel doit monter 

I'iquation finale, 971 

De la recherche des racines commensurables , et des 
racines 4gales des equations numdriques , 27a 

Toute equation dont lescoefficiens sont des nombres enders, cdui 
du premier terme ^tant i , ne pent avoir pour raeiues que des 
nombres entiers, ou des nombres incomme;Qsurables. ibid, 

Maniete de faire evanouir les fractions dans une Equation , v]% 

Hechcitsbcdef dirifeurs ooouaensurabies du pveauw degce, 97I 
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Afaiii^'c d^obtenir Pequation dontl«8 racinen SQDtles dl|ference$.eotrd 
une des racines de la proposee et toufees les autres , a8i 

Becherches des racines ^gaies, a8a 

JPormation de Te'c^uation auz differences entre toutes les jracincs 
prises deuxk deux , etde Tequatkni au qu arre de ces difiiirenqesy a$6 

Moyen pour ftiire disparaltre un tcrme quclconque d^une equa- 
tion, 38^ 

]>e la decomposition des equations en factenrs d^un de^e superieur 
au premier, aS^ 

Ve la resolution par approximation des Equations 
numeriques , ^90 

Comment on pent rcconnattrc qu'une equation a une racine r^ellc 
comprise enUe deu? nombres donnds; ibid. 

Determination d*im nombrc qui rend Ic premier terme plus grand 
que la somme de tous les autres, ^ 394 

Toute equation de degre impair a au moins une xacine rcelle de 
signe contraire k son dernier tcrme , ^97 

Toute equation de degrd pair a au moins deux racines reelles et d« 
signe contrairfe , lorsquc son demitr terme est ncgatif , ibid. 

Determination des limites des racines , dans un excmple, 298 

Application kcetexemple , de Ja mcdioc^ delfewton pour approcber 
des racines d'une equation , '^'d* 

Caract^rcs auxquds on reconuatt Ic degr^ d'approximation qu on a 
iatteint, f^ 

Inconvenient de cettc mcthode , f^^ 

Comment on pent Teviter , soit par re'guation aux quarrcs des diffe- 
rences des racines , 3®* 

^ soit en multipliant les racines par des nombres plus ou 

moins grands , ^^ 

Usage dc la division des racines pour faciliter la resolution d'nne 
equation dont les coefficiens son\ de grands nombres , 3o^ 

Methode d'approximation due h Lagrange, »*»• 

des proportions et des progressions , 3i3 

Principales propri^es de Pequidifferencc , et de la proportioa , 3i3 

Cbangemens qu'on pent faire snbir aui proportions , 3 1 4 

be la progression par differences , < 3iw> 

Terme general, '^^'^• 

Somme , ' ' k< 

De la progression par quoliens, .^^ 
Tcrme grurral , 



*r A B L E. XkIC] 

bet progressions par <^6tiens , doht la somme a une limite -de- 
terminee, ibid, 

Maniere de deduirc tous les termes d^ime progression par cpiotiens 
de Pexpression de sa somine , ' 3a6 ^ 

Division de m par m -*- 1 , contina^ h i'infini ibid. 

Dans quels cas le quofii«Q| de cette operation est convergent , et peat 

^tre pris pour la Taleur approchee dc Kfra^tioi^ — -^^ ^ 827 

Ce que que c^estqnedts Series divergenfi^s,y , . ' 33 1 

Th^orie des quiintiti^s' ecdponeritielles et des lo^a- 
rithmes , ' ^3i 

De la liaison qu'ont «ntr*eUcs- -les- differentes mani^res de cal- 
culer, 33a 

Consequences remarquables qui resultent de la generation des 
nombres par le moyeh des puissances d|im ^eul » ' 333 

Ce que c'est qa^wa^ loganithme ,^ une ^aire delogarithmes , 335 
Maniere d^ calculer d«s tables de logarithmes , 336 

INote contenant ia methode propom^ par Long, et la table des puis- 
sances d^cimales de <o, , 337 
Ce que cVst que la caract^ristifue des logarithm's^ 339 

Des logarithmes des flractioils*, : 34 1 

Des compliment arithmttiquet ^ 34% » ^ 

Maniere de passer d^un sjstime de logarithmes k xm autre , • 345 

Ce que c'est qub lelogatitlime' dtf 2^0, 3^5 

Application des logaritlunis ^ j'^Taluation lumiiFviqne des formules 

algel^riqucs, ibid. 

Application des logarithmes Via r^Ie de trois, 347 

Les logarithmes desnoodires.eapiogiesaioii par i^uotiens, sont en 

progression par diffe'renQes , ibid. 

Application des logarithmes k la f^soUition des Equations oil i^in- 

conn^ie entre camtase eiposant, '' 34S 

Questions relatwes QViiitirit da Targmt, 349 

De Tiut^r^t simple , 35o 

Dc I'int^t compose y. ibid, 

Des annuiUt » ; ; 355 

Comment on pent conj^arer cntrVlles des 'soromes payables h. diife- 

nntcs cpoqnes , . • ' 357 
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Alphabet pour faciliter la lecture des calculs ouTon 
fait usage des lettres grecques. 

kA Alpha. 

BiSC B§ta. 

ryfr. i. Gamma< 

A<r Deka. 

Eg Epsilon. 

ZX, Zeta. 

Hji 6ta- 

efl? Theta. " 

1 1 Iota. 

Kx Cappa. 

Aa.. .; Lambda. 

M/x Mu. ^ 

Nk Nu. 

H| Xi. 

Oo Omicron. 

n^^". ...-...• Pi- 

. Ppf Rho. 

So-r Sigma. 

XT'? Tau. 

Tt^ Upsilon* 

^ q) Phi. ^ 

" • ^ Xy- • ^-^'^ 

•«r4...^ Psi., 

Q« Omega. 
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Notions preliminaires sur le pasmge de 

explication et usage di^s signes algi^bri'^ 
^ues. 

1. On add remarquerdansl'e Traiti dimehtaire J" A^ 
rithm^tique , plusieUrs questions dont la solution se 
compose de deux parties : Tune ayant pour but d© 
chercher auxquelfes des qfuatre operations fondamen-^ 
tales , se rapporte la determina^bn du nombre inconnu 
pat le moyen dies n^mbfes dbntti^s ; et Fautre I'appli-. 
eation de ces regies. La premiere partie , ind^pen*- 
dante de toUt« maniere d*ecrire les nombres ou de tout 
•ysteme de numeration , r^postt enti^reittent sur le A^ 
veloppement des consequences qui resultenf explicite- 
ment ou implicitement d6 Fe&onCe > ou de la maniere 
dont cet enonce lie tea rtombfes dbnnes aux noitobrea 
iuconnus , c'esf -i- dire, de» relations qu'il etablit 
entre ces nombres. En generai^ on peut , si ces rela-^ 
tions nc sont pas compliqu^es y trouver par le siniple 
raisonnement , la yaleur des nombres inconnus.. II 
faut pour cela decomposer left conditions que ren- 
Elemens d'Jlg^bre. A 
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ferment les relations enoncees , en traduisant Cei 
relations dans une suite de phrases eq[uivalentes , 
dont la derniere doit §tre con9ue en ces termes : 
tfinconnue ^gale la somme, ou la difference, ou le 
produit, ou le quotient de telles et telles grandeurs. 
L'exemple suivant eclaircira ce que ces notions generalet 
pourraient renfermer d'obscur. 

Partager un nombre donne en deiix parties telles, que 
la premiire jsurpasse la seconde d'un excis donne. 
Pour y parvenir, on observera, i**. que 
La plus grande des deux parties est 4gale a la plus 
r^ petite, augmentee de I'exces donn^, 

et que par consequent , si la plus petite partie etait con- 
nue , en lui ajoutant cet exces , on aurait la plus grande : 
a®, que 

La plus grande partie ajoutee avec la plus petite 
partie , forme le nombre a partager. 

Substituant dans cette derniere phrase, a Texpression: 
la plus grande partie, la phrase equiyalente trouvee 
plus haut , on aura 

La plus petite partie, plus Vexc^s donn^,plus encore 
la plus petite partie ,forment le nombre a partager. 

Maisil est evident que cette phrase peut etre abr^gee , 
en renon9ant ainsi : \ • 

Deuxfois la plus petite partie , ajout^es avec Vexc^s 
.donne , forment le nombre a partager ; et on en conclut 
jiecessairement que 

Deux fois la plus petite partie sont egales au nombre a 
pattager , diminuede V exces donne, 

Gatte^ derniere phrase faisant connaitre le double de 
la plus petite partie , on en deduira que 

La plus' petite partie est egale a la moitie de la diffe- 
rence entre le nombre a partager et I'exc^s donn^, 

Ou^ ce qui est la msrne chose ^ que 



B* A L G i; B R e: 5 

. Laplus petite partie est egale a la moitie du nombre d 
partager^ moins la moitie deVexces donne. 

Voila done la question proposee resolue , puisque pour 
obtenir les parties cherchees^ il suffit cle faire des opera- 
tions purement arithmetiques sur des nombres connus* 

Si > par exemple , le noiiibre a partager etait 9 , et 
Ttxdis de la plus grande partie sur la plus petite , 5 , la 
plus petite partie serait, d*apresla regie ci-dessus,' egale 
a I moins -I- , ou a | , ou enfin a 2 ; et la plus grande , com- 
posite de la plus petite plus Texces 5 , serait egale a 7. 

52. Les raisonnemens , fort simples dans le probleme 
propose ci-dessus , mais tres-oompliques dans d'autres , 
se composant, en general, d'un certain nombre d* ex- 
pressions , telles que ajoute a , diminu^ de, est egal a, 
etc. repetees frequemment , et qui tiennent aux opera- 
tions par lesquelles les grandeurs qui entrent dans Te- 
nonce de la question , sont liees entre elles , il est 
yisible qu on abregerait beaucoup en tepresentant cha- 
cune de ces expressions par un signe ; et c*est aussi c% 
quon fait, comhie il suit: 

Pour indiquer T addition , on se sert du signe -j- , qui 
signifie plus. 

Pour la soustraction , on se sert du signe — , qui 
signifie moins. 

Pour la multiplication, on se sert du signe X, qui 
signifie multiplie par. 

Pour ecrire que deux quantites doivent toe diviseea 

Tune par Tautre , on place la seconde sous la premiere . 

5 . . 
et on les separe par un trait : - signifie 5 divise par4- 

Enfin pour marquer que deux quantites sont egales , on 
uaet entre leurs expressions le signe = , qui signifie ega/e, 

Cesabreviations, quoique deja tres-considerables , n© 
suflisent pa« «ncore , c^ on est oblige de repeter souyent 

A a • :. 
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U nombre a partager , lenombre donn^, etc. la pluspetiM 
partie, le nombre cherche , etc. ce qui alonge beaucoup. 
A regard des dannees, re:xpedient qui s'est offert le , 
premier , a ete de prendre , pouf les repr^senter , 
des nombres determines qui servent d*exemple , comme 
on en use en arithmetique ; mais la chose n*etant pas pos- 
sible a Tegard des nombres inconnus, on y a substitue 
un sigiie de convention , qui a varie avec le temps. 
On s*est enfin accorde a employer les lettres de Talpha- 
bet ; presque toujours on se sert des demieres , 
coihme en arithmetique on met une x pour le quatrieme 
terme d une proportion dont on ne connait que les trois 
premiers; et c*est de Tusagedeces divers signes qu'est 
r^sulte VAlgtbre. ^ 

Je vais par leur moyen , repre^dre la question du 
n** 1 , et je representerai Tinconnue ou le plus petit 
nombre par uiie lettre , x^par exemple , le nombre 
a partager et Texces donne , par les deux nombres 
9 et 5 ; la plus grande des parties cherchees sera 
exprim^e par x + S, et leur somme parx-j-S+o; ; 
on aura done 

x+5 + x = 9; 

mais en ecrivant 2 x pour le double ae la quantite x , il 
en resultera 

2 x+ 5 = g. 

6ette expression montrant qu'il faut ajouter 5 au nombre 
20; pour former g, j'en conclurai que 2X=g — 5, 

ou que 2a? = 4 ®* qu enfin x = 2=2. 

Erirapprochant maintenantce que signifient les phrases 
abregees que je viens d'ecrire au moyen des signes 
convenus, de celles qui m'ont conduit a la solution 
par le raisonnement seul , on verra que les unes ne^ont 
que la traduction des autres. 
"Le nombre 2, resultatdes operations precedentes. 
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ne convient qu'a Texemple particulier que )'ai choiai » 
tandis que le raisonne^uenj: seul , jen appreu^t qu^ 
la plus petite partie est egale a la moitie du nombre 
a partager, mqins la moitie de reoccis donne, fadt toir 
comment le nombre inconnu se compose avec les npm- 
J)res dannes , et fournit une r^gle , a T^ide de laquelle 
on peut resoudre tous les cas particuliers compris dan^ 
la question. 

Cet avantage du raisonnement employe seul , tient a 
c&qu en ne d^signant aucun nombre en particulier , les 
nombres donnas passent sans alteration dune j^i^ase a 
Fautre , tandis qu*en consid^rant des nombres determi- 
nes , on effectue a mcsur^ toutes les operations qui s^ 
presentent sur ces nombres ; et quand on est par- 
yenp ^u resultat , ^en ne retrace' comment le nombre 
2 , avlq^el on p^ttt 9rriy«r par une infinite d* operation^ 
^ifFerentes^ a £ite fonne p^r les nomihres do^nes 9 et 5. 

3. On evitera ces incQnyenien$ en repref entant , p^r 
des caracteres ind^pend^us.de toute valeur particuliere , 
et sur lesquels on ne puisse par consequent efFectuer au- 
cua calcul , le nombre d partager et I'excds donnd, Les 
lettres de Falphabet sont tres-propres a cet usage; ejla 
question propos^e peut , par leur moyeii , s*enoncer ainsi : 

Partager un nombre connu, represents, par a, en deux 
parties telles , que laplus grande ait sur la plus petife un 
iBXcis dcmnS, representeparb, 

Designant toujours la plus petite par x , 

La plus grande sera exprim^e par x 4^4/ 

Leur somme, oule nombre a partager, s.er^ equiva- 
)ent ax + 0? -f- J , ou a 2 X + &. 

La premiere condition de la question dpnnera donq 

Maintenant il est visible que s'il faut ajauter au double 
<!e X ou a a a: la quantite b pour faire k quantite a , il 

A 3 
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en r^8ulte qu*il faut diminuer a deb pour obtenir 2 x^ et 

que par consequent a x = a — 6. 

On conclura de la que la moitie de2xouap= . 

a a 

Ce dernier resultat 6tant traduit en langage ordinaire ^ 
par la substitution des mots et dea phrases que designent 
les lettres et les signes qu'il renf erme , donne la regie 
trouvee ci-dessus , d*apres laquelle , pour obtenir la plus 
petite des parties cherch^es , on doit , de la moitie du 

nombre a partager, ou de - , retrancher la moitie d& 

Pexch donne, ou -. 

Connaissant la plus petite partie y on aura la plug 
grande en ajoutant a la plus petite Texces donne. Cette 
remarque est suiHsante pour acheyer de resoudre la 
question proposee ; mais 1* Algebre donne plus, elle four-r 
nit une regie poiir calculer la plus grande partie sans le 

^ecours de la plus petite , et voici comment : 

etant la yaleur de celle-ci , en Taugmentant de Texces b , 

on aura pour la plus grande partie, j- fc 1 or, 

+ ft exprime qu apr^s avoir retranche de - la moi- 
tie de ft , il faut ajouter au reste A tout entier , ou deux 
moities <Je ft , ce qui se reduit a augmenter - d*uRe moi- * 

h n h 

tie de ft OU de -. II est evident par-la que -— - -j- A re- 

, y a b , . * . • 

Vient a - •] — ; et en traduisant cette expression , on ap-r 
2 2 » • t 

prend que la plus grande des deux parties chercfiees 
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est igale a la moitie du nombre a partager plus la 
moitie de Vexcks donne, 

Dans la question particuliere dont je me suis occup6 
en premier lieii , le nombre a partager etait 9 , Texces 
d'mie partie sur Tautre , 5 ; pour la resoudre par les 
regies auxquelles je yiens de paryenir , 11 faudra 
effectuer sur les nombres 9 et 5 les operations indiqueei 
sur a et sur 6. 

q 5 

La moitie de etant- . et celle de 5 etant - , on aura 

pour la plus petite partie , 

* 9 5 4 

a 2 a 
pour la plus grande , , 

9 . 5 i4 
a ' fl 2 ^ 

4- ^'^ designe ci-dessus par x la plus petite des deux 
parties , et j'en ai deduit la plus grande ; si Ton you- 
lait chercher immediatement cette demiere^ ou obser- 
yerait qu*en la representant par x > Tautre serait Xr-b, 
puisqu on passe de la plus grande a la plus petite , en re-^ 
tranchant Texces de la premiere sur la secoude. Ld 
nombre k partager serait alors exprime par a; *{- x — b 
ou par 2 X — b, et on aurait par consequent 

ax — bzzza. 
Ce resultat fait yoir que ax surpasse la qu^tite a de la 
quantite b, et que par consequent ax = a -f~ ^' En pre- 
nant la moitie de ax et de la quantite qui lui est ^gale^ 
pour avoir la yaleur de x , on tire de la 

a . b 

a * a 
ce qui dohne, pour calculer la plus grande des deuK 
parties cberch^s^ la menD» regie que ci-dessus. Jq 

A 4 
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j^ nxsaareXtrax pas a en deduire rexpr^saion de la plus 
petite. 

X.a meme relation entre des nombresdonnes et incon- 
Dus, pout etre enoncee de plusieurs manieres tres-dilFe- 
rentes ; celle qui a conduit a la question precedente , est 
aussi celle qui resulte de Tenonce que void : 

Connoisaant la somme ade deux nombres, etleur diffl^" 
rence b , trouver chacun de ces nombres ; puisqu*en 
d'autres termes le nombre a partager est la somme 
des deux parties chercbees , et que leur difference est 
l*exces de la plus grande sur la plus petite. Ce chan- 
gement dans les termes de Fenonce etant applique aux 
regies trouvees ci-dessus, elles donnent : 

Le plus petit des deux nombres cherches est i^al a la 
moitie de la somme moinslcf. moitie de la difference. 

Le plus grand est ^gal a la moitie jde la somme plus la 
moitie de la difference. 

5. Yoici una question ^alogu^ a la prec^.entje , mais 
un peu plus C09ipliqu^^ : 

Partager un nombre donn^ en trois parties tetles, qu9 
Vexcis de la moyenne sur la plus petite soil un nombre 
donne, et I'exc^s de la plus gyande sur la moyenne soit 
un autre nombre donnS. 

Pour fixer les idees , je donnerai d^abord aux nombres 
connus des yaleurs determinees. 

Je supposerai que le nombre a partager soit aSo, 

Que Vexces de la p^ie oioyenne sur la pluspc^tite 
soit 4o , 

Que Texces de la plus grande partie sur la moyenna 
soit 00. 

Desigaant la plus petite partie par x , 
i Ias^ QjoyeuB^ sera la plus petiit^ pl5?4o» eu ^ + 4Qj 
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£t la plus grande sera la moyenne plus 60 , ou 
x+ 4^+ Go. 

Or les trois parties prises ensemble doiyent faire le 
nombre a partager ; done 

o^ + x-f 4o + ^+4o + 6oT=23o. 

Bn rejini^^nt d*\mj0 part les nooibres io^mes/ e.t 4e ' 
lautre les nombres inconnus , ;p se jtrouyecaS foisdans le 
resultat, et pourabreg^r^ on ecri|:a 

Hais puisqu'il faut ajouter i^o au triple de x pour faire 
a3o, il s'ensuit qu'en 6tant i4®de aSo, on auraprecise- 
meut le triple de or, ou que 

3x ;= a3Q — 140, 
ou que 

et il suit de la que x =~ ou = 3o. 

En ajoutant a 3o Texces^o de la moyenne sur laplus 
petite , on aura 70 pour la partie moyenne. 

En ajoutant a 70 Texc^s 60 de la plus grande partie 
surla moyenne, on aura i3o pour la plus grande partie. 

6, Si les nombres connus etaient differens de ceux 
que j'ai mis dans Tenonce , on resoudrait«ncorel4 ques- 
tion en suivant la marche tracee dans le numero prece- 
dent ; mais on serait obl.ig6 de rep^tpr tous les raisonne- 
mens et toutjss les operations par le^uelles on est par- 
venu au nombre 3o , parce que rien ne montre comment 
ce nombre se compose des nombres donnas, 23o , 4^ 
et 60. Pour rendre la solution ind^pendante des yaleun 
particulieres des nombres, et faire voir comment layaleur 
de Tinconnue se forme au moyen des quantites connues, 
}e yais enoncer le probl^Q^e ainsi : 

Partager le ngnibre 4(^M^en trois p^rti^ tulles, qu0 
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Vexces de la moyenne sur la plus petite soit un nombre 
donne h ,et Vexcks de la plus grande sur ta moyenne soit 
un nombre dohne c. 

En designant comme ci-dessus par x la quantite in-* 
connue , et en ecrivant , a Taide des signes convenus et 
de symboles, i, h , c, qui representeht les quantites 
Gonnues de la question , les raisonnemens faits precMem« 
ment sur les nombres, on formera de nouveau 
la plus petite partie x^ 
la moyenne x -f- 6 , 

la plus grande x -|- 6 + c. 

La reunion de ces trq^ parties faisant le nombre 4 
partager, on doit avoir 

Cette expression, tout^ simple qu elle est, peut encore 
s'abreger ; car puisqu'elle montre que x entre trois foi$ 
dans le nombre a partager, et que b y, entre deux fois , au 
lieu de ar + x + or, j'ecrirai 3 x, au lieu de-|-6 +i, 
j'ecriyai -^ fib , et il viendra 

3x + a6+ c=za. 

. Cette demiere expression fait connaitre qu'il faut 
ajouter au triple du nombre represente par a: , le double 
du nombre represente par b et encore le nombre c pour 
former le nombre a; il s*ensuit que si du nombre a on 
'6te le double du nombre i, puis encore le nombre c, 
on aura pre cisement'le triple de x, ou que 

3a: = a— --at— c; 
or X etant le tiers de trois foigxou de 3 x, on en conclur^ 
que 

a — 2 i — c 
x= ^ ; 

II faut bien remarquer que n'ayant assigne aucune 
Yftleurparticulie^eauxnombreirepr^sentespara, i} c^ 



le risultatauquel je suis parvenu ne donne n©n plus au- 
cune Yjaleur pour x; il indique seulement Relies ope- 
rations il faut faire asur ces nombrea lorsqu'on leur 
as^igne une yaleur, pour en deduire eelle de rin- 
connue. 

d ■"* 2 b "*" c 

En eflFet, 1* expression _ ' . _ ■ ■ — , a laquelle x est 

igale , peut $tre rendue dans le langage ordinaire , en 
ecrivant , a la place des lettre|, la denomination des 
nombres quelles representent , et a la place des signes , 
Tenonciation des operations qu ils indiquent;; onformera 
^nsi cette phrase ; 

Du nombre a partager, 6tez le double de Vexchdela 
vartie moyenne $ur la plus petite , et encore Vexcis de 
la plusgrande sur la moyenne I et prenez le tiers du reste. 

En suivant cette phrase a la lettre , on determinera , 
par les premieres operations de Farithmetique , la plus 
petite^rtie. Le nombre apartager etant, par exemple, . 
a3o, lesexces4o et Go, comme dans le numero prece- 
dent, 6n 6tera de a3o, deux fois 4o, ou 80 et 60, il 
restera 90, dont le tiers sera 3o, ainsi quon Ta ^e]k 
trouve. 

Si le nombre a partager etait Sao , les exces 5o et 1 20, 
on dterait de 620 deux fois 5o ou 1 00 et 1 20 , il resterait 
Soo, dont le tiers on 100 serait la plus petite partie ; on 
formerait les deux autres ien ^ftatant 5o a 1 00 , ce qui 
ferait j5o ; puis 120 a ce rftmtat , ce qui ferait 270 : 
^insi , les trois parties demandees seraient 

• 100 , i5q, 270, 
^t leur somme serait 620 , ainsi que Fexige la question. 
' C'est parce que les resultats algebriques ne sont le 
gplus souvent que Vindication d'operations a effectuer sur 
des nombres pour en trouver d'autres , qu'oA les appell« 
^ft ^^neral Jfbrmu/e^\ 
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Cette question, quoique p]us compliquieque celle dt» 
numero i , peut encore etre resolue avec le langage 
ordinaire ; c'est ce qu'on voit dans le tableau ci-joint , 
ou Ton a place yis-a-yis de chaque raisonnement, sa tra* 
duction en caracteres algebriques. L'examen attentif de 
ce tableau ne doit laisser aucun doute sur Tutiiite d^ 
TAlgebre et suf les circonstances de son invention. 
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l4 ELEMENS 

7. Les signes convenus dans le numero 2 ne'sont pai 
les seuls dont on se serve en Algebre ; de nouvelles 
considerations en inlroduiront par la suite de nou- 
veaux. On a deja du remirquer que j*ai indique 
dans le numero 2, la multiplication de a: par a, et 
dans les numeros 5 et 6, celle deo; par 3, celle de b par 2, 
eri pla9ant seulement ces chiiFres au-devant des lettrea 
X et b, sans aucune interposition de signe , et j'en 
userai ainsi desormais ; ensprte que tout nombre place 
a la gauche d'une lettre sera multiplicateur du nombre 
qiie represente cette lettre. 5 or, 5a, etc. designeront 

3 3 x - 

5 foiso^, 5 fois a, etc. -a: ou — -r-, etc. designeront le« 

4 4 

I de X ou 3 fois xdivisees par 4 , etc. 

En general la multiplication s'indiquera desormais en 
mettant les facteuirs a la suite les uns des autres, sans 
aucune interposition de signe, toutes les fois qu*il n'en 
resultera pas de confusion. 

Ainsi les expressions ax, be, etc. seront equiyalentes 
kaX^>b^> ^^^' X naais on ne pourra pas supprimer 
le signe X lorsqu il s'agirades nombres , car alors Fex- 
pression 3X5, dont la valeur est i5, devenant 55 pat 
I'omission du signe X , changerait entierement de signi- 
fication. Dans ce cas , on substitue souyent un point au 
signe X , et on ecrit 3.5. 
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Des Equations. 

8. En examinant avec attention la solution dea pro- 
blemes des numeros 3 et G , on la trouvera composee de 
deux parties bien distinctes. Dans la premiere , on 
exprime, au moyen des caracteres algebriques, le$ 
relations que Tenonce de la question etablit entre les 
quantitesconnues etles quantites inconnues, et cela con- 
duit a egaler deux quantites entre elles, savoir : 
Dans le nUmero 5 , les quantites 2 x -f- i et a. 
Dans le numero 6 , les quantites Zx-^-^b'^ceta. 
Puis de cette egalit^ , on deduit une suite de conse- 
quences qui menent enfin a egaler Finconnue x a un 
assemblage de quantites donnees, liees entre ellespar des 
operations que Ton sait effectuer : yoila la seconde partie 
de la solution. 

Les deux parties que je viefns d'indiquer se retrouvent 
dans presque tous les problemes qui sont du ressort de 
TAlgebre. II est difficile de donner ^ au moins pour le 
moment , une regie d*apres laqnelle on pui^e effectuer 
la premiere partie , celle qui a pour objet la traduction 
en caracteres algebriques des conditions de la question. 
II faut, pour y reussir , se familiariser avec Tecriture 
algebrique , et acqu^rir Fhabitude de decomposer 
Tenoned d*un probleme dans toutes ses circons- 
tances , soit explicites , soit implicites. Mais lorsqu on 
est parvenu a former les deux nombres que la question 
suppose egaux entre eux, il y a des procedes metho- 
diques pour deduire de cette expression algel)rique la 
valeur de finconnue, ce qui fait Fobjet de la seconde 
partie delasolption. Avant de lesfaire connaitre, j'ex- 
pliquerai quelques denominations dont les algebristes^ se 
•ervent a ce sujet. 

Une equation est Fegalite de deux quantites. 
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L*ensemble des quantites qui sent d'un m^me c6tedu 
figne = , se nomme membre ; une equation a deux 
membres. 

Celui qui est a gauche s appelle le premier membre; 
rautre est le seconds 

Dans Tequation 2 x -f- J = a, 2a:+*estle premiet 
membre, ctestle second membre. 

Les quantites qui composent un meme membre, lors- 
qu'elles sontsepareespar lessignes-J- ou — , se nomment 
termes. 

Ainsi le premier membra de Tequafion q x-^bz^ a 
renferme deux termes , aavoir : 2\r et -f- 5. 

L'equation |x+7=:8x — 12, a deux termes dans 
cbacunde ses membres, sayoir : 

I X et + 7 dans le premier, 
8 a: et — 12 dans le second. 

Quoique }*aie pris au hasard , et potfr servir d*exem- 
pie, r equation \ x'-f- 7=80: — 12, elle doit etre consi- 
deree, ainsi qu€ toutes celks dont je parkrai par la 
suite , comme venant d'un probleme dont on pent tou- 
jours trouver un ^nonce en traduisant en langage ordi^ 
naire l'equation proposee. Celle dont il »apt revient a 

Trouver un ncmbre x tel, qu'enajoutant 7 aux | dex, 
la somme soit egale a 8fois x frioim 12. ^ 

De meme , T equation ax'-^bc—^ cx=:z ac — bx, dans 
laquelle leslettres a, b, c sont censees represeiiter des 
quantites connues , r^pond a la question suivante : 

Trouver un nombre x tel, qu'en le multipliant par un 
nombre donne a^ puis ajoutant leproduit des deux 
nombres donnes b ci c , et retranchant de cette somme 
le produit d'un nombre donne c parle nombre^x, on ait 
un resultat igatau produit des nombres a et c diminue 
de celui des nombres b et x. 

C'est 
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C'^s|j$na!*jBxer9aiitbeaucoup a passer du langage ordi;. 
naire a Tecriture algebrique, €t arendre celle-ci dan§ le 
premier, quon parviendra ase faihiliariser avec I'Alge- 
bre , dont la difficultene consiste gueres que dans la par- 
faite intelligence des ifeigh^s etde leiir emploi. 

Tirer d'uhe eqAation la valeiir de rinconaue , oh par^ 
Teflir a avoir cette inconnue seule dans un menlbre , et 
des quantites toutes connues damsrautre, c est ce quon 
appelle risoudre cett ©•Equation. 

Le^ diverses questions Jju*oh pent a^oir a resoiidrd 
conduisarit a des equations pljus oumoiris, compose es^ on 
i partagiB celles-ci en plusieurs' classes oii de^res, Je 
vais m'ocCuper id'abord de>' equations du ptemiet 
degr^: Ofinoninie ain'si les equations dans lesquelles les' 
m'cdnntie^ n'e sont multipliefes ni' pAr elles-menies, ni 
ientre elles* . .; 

i. .„■■■... .. ^ . • 

De la resolution des liquations du-fremier degre a una 

'* ' > ^ ^LT;: ! \' seule intonnue. 

* 9. Oaa deja rii qtt€ resoudre uhe equation, c'est 
arriver. aiibe exjH-efflioii danB laquelle rincoiimle ieule 
dans UB meknbre soit egalee a dej^uantites cojiniies, com- 
binees entreelks piar dei operations qu'on sache effec- 
tper. il suit de la qu^il faut , pbur amener une equatioii* 
a cet etaf , Je^rtgBrrinc6nnuedes quantites connues av'eq> 
lesquelles. elle se trouve combiflee; or Imconnue peut 
se trouver melee avec Jes -quantites connues de trois. 
manieres : , ' * . , , • . » 

i°> Par' addition et^oustraction , comm6 -dan« les 
Equations v : > 

■ Elemens d'Jlgebre, U 



- i". Par idditioii, icrustracticrti et midfipttclitidBi ^ 
comme dans les equatiotts ....:. 

ax — b z=zcx'^d^ 

3*. Enfin par addition , soustraction , multiplicatioft •t 
division , comme dans les equations "^ . 

ax, , mx , p 

* o ' n * <f 

On degage Finconnue ^es additions et soustraptiops 
ou elle entre avec desquantites connues, en r^ssiemblanil; 
dans un seul membre tous les termes ou elle se trouye ; 
qtpour cela, il faut savoir foire passer^ u|L,terme d.uA 
membre dans un autre. 

10. Par exemple, dans 1* equation 

7X — 5=2: ifi+4^> . . ■ 
U faut passer le terme 4^ ^u second membre dans Id 
p«emier , et le terme — 5 du premier dans le second. 
Poiir cek, on doit observer qu en efiii9antH»4^ ^^^^ 
in second membre-^ on te dinaihu» de la quantite 4 ^'> ct 
qu il faut operer la me^i^e soustraction sur le. premief' 
taembre , pour conservBr TegaKte de cefe detix roera-^: 
hres; on ecrira done-*— 4-"^ dans Te priafi^ mdftibre^ 
qui deyie&dra jx — 5 — 4 ^> et I'oii auia^ * ^ 

EiFacer — 5 du premier inembre , c'est snpprimetliiotis- 
traction ipdiquee de 5 unites ; c'est par consecjuent 
ajugmenter ce membre de 5 imit^ ; ou dpit done , fjour 
conserverTegalite, augmenter aussi le second px^^bre, 
de 5 unites , ou ecrire + 5 dans ce membre : il deyiendra 
12 + 5, €t Ton aura 

^ X ^^'4^=^ 13+5. 
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feft effefctukiit ie& ■operife6ris indiquees , il en res'ulteri 
r^'cjfuatiotl %'xz=i\j, ' 

Par ces raiso'nneijiehs , qu*^on peii't apptFquer a qu'elquo 
exempIiB que ce soit., on loi't qu'en elFayant dans'un 
inembre im terhie affecte du signe -^ , e t qui par 'conse- 
quent augmentait ce membre, il fautsoustrairece term© 
de Tautre membre^/dtiVy ecirffe 4vec le signe — •, qu au 
contraire , quand \k terme <^'on efface a le signe — , 
conlmepar sa pn^sen^^ il dimihuAit le ^eml^^ cA il ^fait; 
il faut augmenter Fautre niembre dii < iiieiii6 terme , 
ou r^ e(irire ayec le -^gne ^: On conkbn-a d'e la c^tt^ 
regie generale : ' 

P our f aire passer un tertr^quelconque d'ujie Equation, 
d'un membre dans I* autre., ilfcMtt Veffacer dans le mem^ 
bre oil il s^ trquye,et Vecrire xians Vautne asiec un signe ' 
€ontraire dcebiiqu*il.as^ait d^abord, . 

Pour mettre cette regie en. pratique , il faut faire at- 
tention que le premier terme d^ chaque membre , quand 
il n*est precede d'aucun si^e , est cense avoir le sfgne -{- / 
C'est ainsi qu en passant le terme ex de ['equation litte- 
raleax — i=cic-fd,du iecoad membre dans le pre- 
mier ^ on aura 

ax — b -^cx'=:^d; 
passant ensuitfe le teriiie ^^ i du premier iiembre dans lo 
^ecbrid , il vfeiidm * ' - 

" ax — cari=:cfi^5. 

11. Par le moyen de la regfe prece(Jente,,' on. peut 
d'abord reunir dans un desinembres tbuaji? termes aiA 
fectes de Fincohnue , et dans Tautre ioiites les quantites 
connues*, et sous cette formte . Te iheinbre du s^ troUve 
rihconiMi^, peut toiijours se decomposer en deux fec- 
teurs , dont Tun ne contient qua des qiiantites dbnh'ees , ' 
€t dbnt r*uti*e est ritfcbiihue stifle. 

Cette sittpKficftWbn^prtsented'felfe-ffl^irietoiit^ 

B a 
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fois que Tf quation propos^e est numerique , et qu elle na 
contient point de fractions , parce qu'alors tons les termes 
atfectes de Finconnue se reduisent a un seul. Si Ton 
jivait, par exemple, lox-f 7^ — ax = 25 -fy, en 
effectuantles operations hidiquees dans chaque menlibrey 
•n trouverait successivetnent 

I7X — 207= 32 , 

i5a7 = 32; / 
et iScr se deComposant dans les deuxfacteurs 1 Set re, 
on aurait le facteur inconnu x, en divisant par le fac- 
teur donne i5> le nombre SsfiffX au produit i5 a; : 
ilidiendrait 

52 

La decomposition se fait de m^me dans les equations 
litterales semblables a la suiyante : 
ax=zbc, 
parce que le terme a x designe immediatement le pjro- 
duit de a par x; on en conciut 
_ 6c ^ 
a* ' 
Soit Tequation 

• ax — bx-^-cx^ac — be, 

qui contient trois tefmes affected de liuconnue. Puisquft 
ax,bx, cxy repr^sentent les produits respectifs de x / 
par les quantites ft , fc , c, Texpression ax—bx-j-c x , 
' traduite en Jangage ordinaire , donne cette phrase : 

Dexpris STabord auiant de fois qu'il y a d' unites 
dans a, retranchez autantdefois xqu'ily a d'unitesdans 
b, et ajoutez au resultat la meme quantity x prise au- 
tant defois qu*ily a d* unites dans c. ^ 

II suit de la qu en tout I'inconnue x se trouve prise 
cvtant de fois qu'il y a d'umtes dans la difference des 
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aombres a et 6, augmentee du nombre c , c' est-a-dire autant 
de fois que le marque le nombre c — v ft -f" c : Ifes deux 
facteursdu premier membre sont parcons^quenta^-ft-f^ 
4|t X : on a done 

ac — be 
a — o + c 

Ce raisonnement ^ qu'on peut appliquer a totit autr« 
exemple , fait voir qu'cpr^^ la reunion dans un seul 
membre, des divers termes contenant I'inconnue , lefac- 
teur qui multiplie cette inconnue se forme de toutes les 
quantites qui la muhiplient isolement, assemblies #k«c 
les signes dont elles sont pr^c^dees; et on obtient V in- 
connue en divisant U membre tout connu parte facteur 
dont il s*agit, 

D*apr^8 cette r^glc , V Equation ax-^Z xz=^i c ^onne 
be - • 

De meme^ I'equation x-^ax=zc — d conduit i 

c-'d 

i+a 
parce quil faut observer qme la lettre a? etant seule , 
doit etre regardee comme multipliee par Tunite. On volt 
d*aiIleuFs que dans X'-^-'ax, Tinconnue x se trouve con- 
tenueunefoisde plus que dans a a: , et est par consequent 
mult^liee par i ^a. 

IS. II est visible que si tons les termes de T^qnatioit 
contenaient un facteur commun , on {K>urrait supprimer 
ce facteur sanstroubler Tegalite, puisqu'onne ferait que 
diviser par un m^e rfombfe toiites les parties des deuic 
quantites que Ton suppose egaltt entre e]les. ' 

Soit pour exemple F equation 

'6cix — Qbcd=i labdx^ iSabc. 
J'observe d'd>ordque le« no^nbres 6, 9 , la et i5, sont 

B 3 
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diyisiWes p.ar 3 ; ^t en supprira^t cefa^ticiar , y^n^ fcrai 
que prendre le tiers de toutes les quaiitites qi^i fonnent 
reqiia^tion ; j'aurai , apres cette reduction , 

Qabx — 36cc?=:4i^^+5i ai c^ -^ 

J'obserre ensuite que la lettre b, combinee dans chaque 
terme par f oie de nmltipjicatipn , indique un facteur 
cpmmiw'i tous ces tcrmes • j« la syppriiflL^jqai. ^ppc 
aussi, etilviencjra 

2,ax — 5 c d=z4d<V'^5ac. 

En appliquant a cette demi^ere equation les regies des 
nuitleros 10 et 1 1 ^ j*en tirerai successivement , 
aax — ^cfx=:5ac-|^ 5cd, 
5ac-i-3crf 
'Si a — 4,a 

i3. Je passe qiaintenantj^ux equations dont les ternies 
ont desdiviseurs : on pourrait leur appliquer immediate- 
ment les regies precedentes, toutes lesfois querinconnup. 
n'entre point dans les denominateurs ; mais il est souvent 
plu« sititple de ramener tous les teripes au meme denomi- 
nateur , qu'on pent supprimer ensuite* 

Spit, par eXfenjple., req.uatj[pn, 

J*observerai que 1 arithmetique foumit des regIes.pour 
r^duir% des fractions au mint^ denoi^noat^Qr, ejt po^r 
convertir des entiers ^n fraction^ djune e^pece (Jo^nee 
( Arithn}, 7^ , 69 ) , et je transform^ra^i par. ces regies., 
en fraction^ dfs meme denomina^Hur , tous 'les texmes^ 
de r equation proppsee."^^ 

En commenpant d'abordf^ar les fractions, qu^sont 

ax ^x 5x 

1"' X* , T' 
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je lea chaggerai , par la premiere cU^-regles citees, ea 
5X7XQX *4^ 5X.7>r4j? 5x5y Sx 

3X5X7 ' 3x5x7 ' 3x5x7 ' 

puis pour coiivertir les entiers 4 et la en fractions , 11 ii*y 
«iura plus (ji? a les multiplier par le deupminateur com- 
mufi df« fractions, savoir : par 3 X 5 X 7 , et Ton aura 

3X5X7X4> 3X5X7X19. » 

Bepla9ant ensuite tons ces,t^i;i]|ie$ dan& T Equation pro- 
posee , elle deviendra 

5X7Xax . 5x5y7y4^ 
3x5X7 / 3x5x7 \ 
3X7X4^ 5K5X7X^Q * 3X5X5a r. 
"^ 3X5X7 "Jl 3x5X7 "'3a5x7* ' 
et Kon y pourra ^lUPmex le denominateur , puisqu'o|i 
ne fera par-U que multiplier toutes ses parties par le 
denominateur {Arithm^ 54.) ; cequi ne saurait tcoubld^ 
Tegalite : il viendra^ iqures cette suppression^ 

5^7X2:i: + 5x5X7X4 
=3><7X4^ + 3X5X7Xia — 3x5x5x, 
©u * 70 a? +*42o = 84 ;c Hh 1 2S0 — 75 X , 
equatiDn:'*8ans denominateur , de laquelle on tirera la 
yaleur i|i^ par les. regleai precedentes. 

L'inspecflila du resuhat ci-dessus , et meme Tapplica^ 
tion seule des regies d'arithmeljque citees , font voir eyi- 
demment: que y dans Tpp^ration dont il s'agit ,. les nume- 
rcUeurs de chaquefracUoit doivent etre multiplies^par le 
produit des denaminateurs de toutes les autres , les en* 
tiers, parle produit de tous les dienominateurs ; et il ne 
fcait tenir aucun cojp^pte du d^nmhinateur commun des 
fraction^j^ultofites, 

L*eqaation 70 a? 4- 4^0 =84 a>^f laSo — 75j:devient 
•uccesfiiYement 

, B4 
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7oar-|-'75x — r84x = i26o — 4^3 ■ 

Le m?me precede s' applique aux equations litt era! es , 
en observant qu'on ne pent, alors qu'indiquer leS multi- 
plications , qui s'effectuent lorsq|i*il s'agit des nombreg. 

Soit, par exemple , Tequation 






ax 



on deduira^- 

ehXax-^behXc=bhXdx+beXfg^ J 

resultat qu on pent ecrire plus skM|ement en pla9ant, 1 

conformement a la convention HIMBe dans le n* 7, ' 

cote les uns des autres , sans interposition d€ signe , le« I 
facteursde chaque produit, et en intervertissant I'ordre 
des multiplications pour conserj^er I'ordre alphabetique, 

plus facile dans I'enonciationdes lettres ; il viendra | 

aehx — bceh=zbdhx '■^b efg , ' . 
d*ou Ton conphira 

aehx-r^h dhx^=^befg'\-bce}t\ . 

bef^'\^bcehp * 

'^ "^ a^h — b0K^ 

i4- Quoiqu^on ne puisse donner aucune regie gene- 
rale et precise pour former I'equatiop d'une ques^tion ' 
quelconque , il existe cependant unprecepte dont Tap- 
plication bien entendue ne manqufcrait pas de conduire 
au but propose. Voici ceprecepte : 

Indiqiier, d I* aide ah signes algebriques , sur les quan- 
tites connues , representees soil par des ncMifkres , soil 
par des lettres, et surhsquantites inconnues representees , 
touj ours par des lettres, les memes raisofinemens et fej 
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n^Smes operations qu'ilfaudrait effectuer pour verifier 
les valeurs des inconnues, sielles etaient donnees, 
/ Pour en faire usage, il fau t d'abo^d determiner avec soift 

quelles sent les operations que I'enonce de la ques- 
tion renferme , soit ex{>licitenient , soit impliGitemeut ; 
mais c'est precisement en cela que consiste la diiliculte 
de mettre en equation un probleme propose. 

Voici quelques exeii^ples pour montrer rapplicatioa 
du precep\e ci-dessu§. J'ai choisi les deux premiers parmi 
les qucstiouisresolues en arithmetique, a&n de montrer la 
facilite que reciiture a)|;qbrique apporteaH:dgyeloppe- 
liient des enonces. 

I®. Soient deux fontairiies y dont lajjremidre, cqulant 
seule pendant a^ ^ ^ remplit un certain bassin, et dont la 
seopi^ remplit le m4me bassin en coulant seule pendant 
3** I *, comhienfaudra-t-il de temps pour qif'ilfioit r^^npli 
par les deux fontaines coulant d-la-fois/ ' 

Si ce temps ^t^t donn^, on le yerifierait en calculant 
les quantites d'^au versees par chaque fontaine , et reu- 
nissant les |-esnltats , on s'^ssurerait qu'ils composentja 
totalite de Teau que pent contenir le bassin. 

Pour former I'equation^ on ^esignera par x le temps 
inconnu , et on indiquera sur x les operations ^nonceea 
ci'dessus ; mais afih de rendre la solution ind^endante 
des nombres/donnes , et meme d*abreger Fexpression 
de ceu^ de Fenonce qui sont fractionnaires , on les 
representera aussi par des lettr«i; on pourra ecrire a au 
Jien de a^ 7, et i au lieu de 3*» |, 

Cela pose , en prenant^, pomme en arithmetique , la 
'tfipacitedu bassin pour unite ^ on verra que 

La premiere fontaine qui le remplit seule en un nombre a 
d'heures, y verse , dans une heure , une quantite d'eau 

marauee par la fraction - ; et par conseqi^nt cjle fou^r^ 

TT 
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nira dans un nombre x d'heures la quahtite or X - . on 

L4 secQnd/s fontain^ .^ r^mpHt I^ memebj^in en 
i d'hei^es ^ y Y^rsA> d^a ua^ ^ipre , ujaje qua^d^e d*eau 

expritn^e par la fraction ?; et par consequent dans un 

nombre x dlieui*es , elle foumlra la ^antite x X ron r • 

La quantity totals d*eau fbuipaie par lesdeuxfontaines. 

sera dona 

et cette quantity devant efgalcr telle que qontitoit lj& 
bassin , et qui a ete prise pour unite , on aura, enfin 
r«qu^tion 

Cette equation^ tra^itee ^^ l.^a regles.precedeiit^9,j conr 
duit a 

bx^i^-aa^^zz ab y 
ab 

La demiece formule donn^^ pour resoudre tons let 
cas de la question psopasee y cette regie fort simple : 

Diviserle produit des nombres qui marqueni Je temps 
€fue met chaqmforUaine. enpofticulier a rejnpUr le bas- 
sin, par la somme de.ca^, nombres, la quotient marqa^^a 
le temps qu'ilfai^ra aupQ d^uxfontaines pourl^ rempUt^ 
simuftqnement. 

En appliquant cette regie ^ux nombres de T^nonc^ 
on a • I 
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ai + 3i = i+^r=i^+^=V, 
d'ou 

1 V — 1 

^ : — f o — X • . 

2®. Soitsiun nombre a partager en trais parties , ay ant 

entre^ elks les mimes rqpports que ks noml^res donnes 

m, n ef p. 

.* 
II est visiblcj que la verification, de la questipRse fqrait 

comme il suit : ' ^ 

5n d/2signant paj a: la 1'* partie jOn aurait 

n DC 
m : 71 :: x: la 2' partie -=-—( -^^ri^Am. 1 1 6 . ) 

m:p::a::la3*partie=^— ; 

et reunissant les trois parties, , il faudrait trouyer Ic 
nonibre a partager \ on aura done T equation 

. nx . p X ' 

x-^ +t-— = a. 

712-771 

1^ redjuifiant tons s^s.termes. an denomjn^tejir 771, elle 
deviendra " , 

77t X + »x 4" p^.= cw^ , 
«t on en tirer^ft 

a m 

Ce resultat n'est qjie la traduction ^gebxiqjie de la • » 
rj^gk de ^qciete ( Arithm. , 124 ) > ^^ ^^ regai:dant I^qs 
nombres m, ti, p, comm^ desi^ijaiit les i^iises des mai;- ' 
. chands, 7^+ n'f\-p ^t la mise totale , a le benefice a 
partager , et Texgression 

cp = -. ' I — indique qu une part s'obtierit en multi- 
m^n'^p, ' ^ ^ ^ 

plianttla mise correspon4^nte por. k benefice total , ef 
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en divisant le produit par la somme des mises , ce qui 
revient a la proportion . 

la raise totale \ une mise particuliire 
: : le gain total I au gain particulier. 

i5. La formation de Tequation du probleme suivant 
exige des observations particulieres qui ne se sont pa9 
encore presenteef. 

Un picheur , qfin d'encourager sonjils, lui prome$ 
5 centimes par chaquecoup dejilet dans lequel il aura 
pns du poisson, mais aussi il remettra a son pere 3 cen-- 
times pour chaque coup infructueux, Apres la coups 
dejilet y lepere et lejils reglent leur corapte. Le premier 
doit au second ai centimes. Combieny a-t-ileu de coups 
dejilet heureux ? 

Si on represente le nombre de ce« coups par x , le 
nombre des coups infructueux sera 12 — x;et si ces 
nombres etaicntdonnes, on les verifierait en multipliant 
5 centimes par le premier, pour obtenir ce que le pere 
dpit donner au fils , et 3 centimes par le second , pour 
avoir ce que le fils doit remettre au p^re : le premier 
nombre devrait surpasser le second des a8 centimes que 
le pere doit a son fils, ^ 

On aura pour le premier nombre , x de feis 5 centimes 
ou 5 a:. A Tegard du second nombre , il se presente une 
dii&culte : comment obten^cje produit de3 par 12 — or? 
§i , au lieu de j?, il y avait un nombre donne , on effnK^-* 
tuerait d*abord la soustraction indiquee, puis on multi- 
plxerait 3 par le reste ; mais pour le moment la chose 
n'est pas possible, et il fauttacherd'efFectuer la multi- 
plication avant la soustraction , cu au moins deramener 
le resultat a un ensemble de temies algebriques sem- 
blables a ceux que eontiennent les Equations qu'on sait 
rcsoudre. 

Avec ur peu d'attention , on yoit qu'en prenant t2 foi* 



le nombre 3 , on repete 3 autant de fois de trop qu'il y a 
d'unites dans le nombre x , dont on aurait du prealable- 
ment diminuer le multlplicateur i a , ensorte que le veri- 
table produit sera ' 

36 diminue de 3 pris x fois ou de 3 a? | 
€u 36— 3x. 

Cette conclusion pent se verifier facilettient , en don- 
Bant a x des valeurs nuia^riques. Si , par iexemple , x 
itait egal a 8 , on aurait 3 a prendre 12 fois — 8 fois , 
et si on negUgeait — 8 fois, on mettrait dans le re«ultat 
8 fois de trop le nombre 3 ; le veritable prodi^it.fi€ra,donc 

3X la — 3 X8^3€ — 24= 12. 

Ce resultat s'accorde avec celifi qu'on obtient en r^tran- 
chantd'abord8 de 112; caralors 

12— 8==4 et 3X4 = 12. 

Cela po&e J puisque Targ^iit du par le pere ^ son fiU 
est expripe par Sx, et.que c^lui qu,e le tils doit a son. 
pere est exprime par 36 — 5x , il faut que le second 
nombre retranchedu premier, dpnne pour reste 28; 
mais encoreicinouvelle difficulte : comment retrancher 
36 — 3x de 5x, sans avoir soustrait d'abord ^x de 36 ? 

On elude cette difficult^ en observant que si Ton n^ 
gligeait le terme — Sjc, et qu'on retranchdt de 5 xle 
nombre 36 tout tfntier; on aurait necessairenietil dte^x 
de trop , puisque ce n*est qu*apr^s avoir diminue 36 de 
3 X , qu il faut le retrancher de 5 x. Ainsi^ la difference 
5x — 36 doit etre augmentee de 3 x pour 'former la 
quantite qui doit rester apres qti*on a ote de 5 Jt le 
nombre exprime par 36 -^3 a? : cette quantity sera done 

5a:'^36 + 3x/ 

et on aura Tequ^ation 

5a7-^S6 + 3:c=a8; 
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qui revient successivement a 

8 X ~ 3S = a8 , 

8x=fl8 + 35, 
.8x=64, 
x=^=8. 
II y a done eu 8 coups de filet heureux et 4 d*infruc- 
tuedx. 
En effet, 8 coups a 5 centi^s ^ donnent4o centimes. 
4 coups a 3 donnent la 

difference ji8 

comme Texige Tenonce de la question. 

Si on youlait tendre la sdution gene^rale y on repre- 
•enterait par a U somme que le pere dbnne a son ills pour 
chaque coup de ^let heureux , par b celle que le fib 
rend a son pere pour cfaaque coup de filet infructueux, 
par c le nombre total de coups de filet , et par d ce que 
le pere doit a son fils apri^s ce nombre de coups.' En 
desrgiiant toujours par x Ife nombre de coups Ik'eure^x , 
c — X serait celui aes coups infructueu* ; ch^iie couji 
dela premiere espece vacant au flU une somme a] orcbiip^ 
vaudraient a X -^ ou ax, et les coup^ ihfrtictUfeidc vau- 
draient au pere la sonime b , iiialtipliee par le hombr^ 
«; — X, 

Le jaiBonnement par lequel on a trouve les parties 
doAt: 96 <?omposQ le produitde 36 — xpar 3 , s*applique 
element au cas general. Si on neglige d'abord — x 
pour farmer le produit be, de b par c tout entier , la 
somme b s«ra repetee x fois^e trop , et par consequent 
le veritable produit serA b c —^ b x. 

Pour retrancher ce produit de la somme a x, il faut 
observer aussi, comme dans I'exemple humerique , que 
si on retrtochait la quantite b c toute entiere , on 6terait 
de trop la quantite b x dont la premiere doit 6tre dimi- 
nuee d*abord ; et qUe par consequent le veritable rest* 
n'est pas seulement ax — be , mais ax — bc^bx. 
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.Cette^sommB dafimt ^tre ^a)e.ai2» reflation da 
|»rokle)ine sera • 

_ d4-bc 

4^ette formule generale indiqaant ^ui^Iief og^raftiom 
U faut £aire sur les nombres doimeB a, b, Q,d, pour 
pbteoir rinconime x, on peut ou la tradftir6 ealregleyOii 
hieay ecrirealaplacft deslettresa^ b, c, d^ les iiombres 
doiuuss; le denxier procede <»t ce qu'oti appelle suhstitmir 
les yaleurs desdom^^S)^ on meftr^ lafofmuleeh nombres* 
£n y appliqu^t c^ux. d^ Vexemple oi-dessiks , il yient 

eL ^ eETectilant les operations in^iquees , on a, coinmf 
j^lus haut, . * 

methoaesppur effectuer, ai^tant qu'il &st po^^Ufle , *h$ 
'■. qperfl^ior^fjyiigue^^^mrlej^ quf^rUitcsr^pti^entees pat 
des letires^ , . ,, _ - . ^ 

' i6. La question'pWcedente a fait voir qu'il fall^it^ 
d^hs cet^ains'cas, decoibposer en multiplications partiellef 
iine multiplication ihdiqtiee sur la somme ou la diife* 
reYice de .plu^eUips quantites ; et dans le numero 1 1 > on 
a fait precisement le contraire , en decomp<yant la quan- 
iith a r *— bx^cir , q\ii represeht:<5 le resultAt de plu- 
iltfurt tottlti^ieationi suivies d*additi6ns et de soustrac-r 
fionl, ditti fel d*«k filctlptirt a-^b-^c et x, qui n m- 
diqutHt.qu'une seule multiplication pr6c6d^e d addition 



et de.sotistractioji. L^s raisonnemeiisdont on 8*e^t s^tn 
dans ces deux circonstances ^ peuvent etre rWuits eA 
regies ; et il en r^ultera snr les quaotites representees 
par des lettres , des operations qu'on a appelees mu/ti^ 
plication et division xdg^briques , par Tanalogie qu'elles 
ont avec les operations de Tarithmetique qip portent 
les m^mes noms. - 

On a con9u par la meme flnalogie deux operationt 
algebriques qiii portent les noiliii d' addition et de sous- 
traction , et dans lesquelles on a pour but de reunir en 
line seule plusieurs expressions algebriques, ou'de les 
retrancher Tunc de-F autre; mais cesiip^ratians, comme 
les pr^edentes , different de celles de I'arithiiietique \ 
ence que leurs r^sultats netarit lepliis souvent, que des 
indications , d operations d effecftier ", ne pr^sfeutent 
qu'une transformation des operations primitivement 
indiquees , en d*atitrcs qui produisent le meme effet. II 
arrive seulement, ou qu'on simplifie les expressions, qu 
^'on leur donne nrie forme prbpre a manifester l^i 
conditions qu'fl faut remplir. 

Pourexpliquer ces operations , ^on appelle quantites 
monomes ou simplement monomes , celles qui n'ont 
qu*un seul terme , comme +2a , — 3ab, etc. 'binomes 
celles cpii ^nOht deux, commea-J-&, a— i, 5a-^Qx, etc, 
trinomes celles qiii ^1A\!>nttro\s;xjTmdrin6mes tfelles qui 
en ont quatre , et en general polynomes les quantites 
composees de plusieurs termes. Jl est . bpn d'obseryer 
qu*on appelle aussi les monomes quantites mcomp/exCjy^' 
et les polynomes quantites c'omp/exe/. ' 'f" . 

. De r addition des ^uantit^&^alg^riifues. '" 

17. L*ad(fition des .quantites monodies se fait en les 
joignant par le signe 4* ; c*e8t ainsi que^ajouteaveca 
6*indique par a + b, Mais lorsi^'on «e{»*ojK>sed ajouter; 

' ' . , ; ensemble 
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insemble ded expressions alg^briques , on a en mime; 
ienips pour but de simpHfier le resukat, en le r^uisant 
auplus petit nombre de temaea posaibliB , par la r^unioa 
de plosieura de cea termea en im seuL 

Cette reunion est c^le qui a M ^ffectu^ dan« 
lea num^ros si et 5, en rMuisant la qu^sdte x4^ 
kaxy la quantite x-^x^ x kZx, Etle ne pent avoir 
lieu qti'a i*egard des quantitea exprim^s par les m^raei 
l^ettreSj et qu'on appelle pour cette raiaon quantitea 
semblables. Onr^arde la quantity littirale coinme un«i 
imit^ qtd ae trouve repitee nn certain nombre de £oia; 
e'est ain3i que lies quantitea 9 a et 3 a , consideriea commel 
deuxuniris, ettroiaunit^ d'une esp^ceparticuU^re,for*' 
nient , par leiir addition ^ 5 a ^ ou 5 unit^a de mtoie esp^ce. 
t)e mime y^ab elti ab {brment %ab, 

Dans ce cad , I'addition s'bp^re mr les chilPres qui plrf^ 
tMentIa quantity litt^tale^ et quiindiquentcombiende 
ibis elle est r^p^tee. ^cis chiiFres de nomment coefficiens. 
Le coefficient est done le multiplicateur de la qnantiti 
deyant laquelle il <3t pUc^ y et il faut ae rappeler que 
lorsqu'il nest p^s ^rit ^ il eft egal 4 Tiinite ; car 1 a est la 
Ineme chose que a. 

18. Lorsqu'il s*a^t de r^onir des quantitea quel« 
tonqiied^ comme 

4a-f-5i et ic'\'Zdy 

le totaldoit 6tre evidemment coinpoa^ de toiiteslespartiea 
ajouteea ensemble ; il &at done ^orirf 

$1 An avait ati contraire 

4'fl^+56 et ac— 3J, 

il faudrait, dans la domme, ^crire avec le signe — , on 

indiquer comme Jk)ustractive,la quantity 3 rf,qui,devant 

^tre retranchee de 2 c^diminuerntneces^mrementd'etr-' 

EkTnens d'Algibre; G 



54 ^Li^MENS' 

tant la somme gu'on formerait en reanissant ae ayec 
la premiere des (juantites proposees ; et I'on aurait 
4<3fH-5i + 2c — 3J. 

Ces deux exemples font voir que V addition atgebrique 
des polynomes s'ejjfectue enecrivantd la suite les unes 
des autres , et avec leurs signes , les quantites qu'il faut 
aj outer, en observant que les termes qui nesont precedes 
d'aucun signe , ^ont censes avoir le signe -f-. 

L'op^ration ci-dessus n'est, a proprement parler, 
qu'une indication par laquelle la reunion de deux quan- 
tites complexes est ramenee a Taddition et k la soustrac- 
tion d*un certain nombre de quantites monomes ; mais si 
l«s expressions a ajouter contenaient des termes sem- 
blables^ on pourraitreunirces termes en operant imme- 
diatement sur leurs coefficiens. 
. Solent^ pour exemple , les expressions 

aa — 3c + 4^* 
7 3 -f- c — e / 

la somme indiquee sera, d'apresla regie pr^c^de^te, 

4^ + 9 ^ — fl(f+2a — 3c-|-4^ + 7^+ c — e. 

Mais les termes 4 ^ et <-|- 2a etant formes de quantites 
eemblables, se r^unissent en un seul egal a 6 a. 

De meme les termes + g i , + 7 i , donnent 1 6 i. 

Les termes — sc et — 3c , tous deux soustractifs , 
produisent dans k total le m^me effet que la soustrac- 
tiond une quantity egale a leur somme , c'est-a-^dire, que 
la soustraction de 5 c ; et comme , en vertu du terme +c, 
on aurad*une autre part a ajouter c ^.il rest^ra se element 
a retrancher 4 c. 

La somme des expressions proposees sera done rame* 
pee a 
■ 6a+ iS6--.4c + 4d— e. 
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19. La demiere operation pratiqu^e ci-dessus , et par 
laquelle oa reunit tous les termed semblables en ua 
seul , quelque signe qu*ils aient , se nomme la rdduction, 
JElles'effectue enfaisant la sommedes quantites semblor- 
hks qffectees du signe *^> celle des quantites semblabUs 
iiffectees du signe — ; puis en retranchant la plus petite 
de ces deux sommes de la plus grande^ et donnant au 
reste le signe de la plus graride. 

II est a remarquer que la reduction s*applique i toutet 
les operations algebriques, ^ 

Voici, pour exercer le lecteur, quekjues exemples 
d^additions ayec leurs r^sultats^ 

I''. Ajouter les quantites 

7 m+5n — 14 P+ ^7 ^ 
3a+9n — ii7n-)- ar 
5 p — 4^^*+ 8/1 
n n — fli— m — r + ^ 

risultat 7771+3/1— i4p+*'7r+3a+9/x—H7n4-af 

+5p — 4^"^ in^im^ ab — 771 — r + J. 
Faisantla reduction, cette quantitese change en celle-ci : 

— 9 771 -f-3i 71 — 9p + 18 r-|-3 a — 2*6 -4-^ , 
ou 3i n — 97ni^9p-f iSr+Siz-— afr-f^i 
€n commen^ant par un terme qui ait le signe «f». 
fl*. AJQuter les quantites 

11 be -^4^^ — Sac + Scci 
8ac + 7ftc — aad-^4^^ 
^cd — Zab^Sac^an 
9071 — a be — aa£^+5c£i 

reeultat iibc-^-^ad — 8ac-f.5c££+8ac-f-7Z>c— aaJ 
+4"^'i+2c^ — 3a^4 5ac-+-at7» +90/1 — a5c 
— aaJ-f-SccJ. 

En reduisant cette quantite, elle devient 

i66c-{-5a9+iacd+4''*^— 3ai+ipa^ 

C a 
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Eh la soustrmction tks fuanmis aigibriqueis. 

• 0^ La8atfsCFactioB«hMiiicNiomes8'iiidiqii#, ainsiqn'oxi 
ev edt coAyeBW , en pia^ant le sigse — eutre- \» quajKite 
^ soiistraire et oetter ckmt on la soustrait. 
J-d<wwfra!t da tf, s^eorit par a — fr* 

Lorsque les quantitessdnt semblafaies, b's6U8tracti6» 
%^^t^ iittmeffelteitoent strr les' coeffici€aM. 

Si de 5 a on retranche 3 a , il vi€ntpouf reste a tf. 

A r^garrfrfe^la sottstraction d6s polysomes , il faut 
distinguer deux cas : I**. Si la qiiaiitit6 a ^oustraire a 
tons ses termes affectes du agne -+«-, il»feut evidem- 
ment leur donner le signr-»— » puisq^'om dbit retrancher 
«uccessivement toBtes les parties de ki^qttaBtit4a sous- 
traire. 

Si» par exemple, de 5a — gft-f-2c, on reiit 6ter 
lyt^Hh 3'^ + ^/> ^ fft"^**^ eorire 

5 a — yft -I** sr c-*-* 2r rf — 3-e — 4/ 

af. Si-te^T^aJrtit^^souBtrweadtefrt^itteisaflfecteijdtt 
$igne — , W fen^leur donner le signe^-f . 1^ eStt, si de 
la quantiti-a , o» voulait 6te# b — e , e* qn'on ecrivif 
d*abord a— by on aiurait diminu^ ainsi- a delaqtian-^ 
tite b toute entiere ; niais la soustraction ned^^ak s*ef- 
jFectuer qu* apr^s avoir diminu^ prealablement b de la 
quantite c : on a done dte detrop cette demierequantite^ 
qu'il faut par consequent restituer avec le sigae +, c« 
qui donnera pour le yrai resultat , 
a — i -J- <^. 

Ce rsdsomiement , qu on pent appliqtier a tous lea cat 
$emblables , riiontre que le signe — de c a( du etre change 
en -j- ; et en rapprochant ce resultat du prec edent , on con- 
cluraque/a soustracticm des quantitis algebriques s'ef" 
fectue en^mvantf a la suite de Id quantkedont en veut 



jsoustrffirerime.Wtf^,, <^tte auU'e , g.pres.en.m/Qir chough 
Ms^igne^^ en ^,iet Its gignes r-ejn if. 

Lorsqu'oii a ocnt le >rG9ultat ^ue^oane d*abord I^ 
neglp ^»pnceie,plu8 haut , on y fait , ,8*il y-a lieu , dea re- 
cluctions confQrmes au precepte du numero ig , aiaai 
^u'on le Ypit dans les exeniples suivans : 

r. Sotwtraire.de i7<3t4-3m-- S^i'^^c+'sSrf 
rl^ -fluantite b.i,ay*ajb'^ii c-^^d 

^Residtat .1704- a/Ti — ^b—4c -h»a3d 

t^pepazrt k redaction ,-cette quantity ^evieirt: 

—54^71-2^14- lib — tBc + ajrf, 
ou bien 

z m — 34 a + i"8 6 — i5 c + 27 <?. 
fl*. Sovstxaire de 5ac— -Sai + g^c — 4^'w 
la quantite 8am — 2 aft 4-iiac — 7.0^. 

. ,Jl4a>ltat 5ac—,^ab + Q'b'C — .^a^ « 

r^^Bxtm 4 ^^'^ — ,i,Lac 4- 7 c^. 
,4Dpeiant ia redttQtton >■ ili^ifiit 

— fS'ac — iG-cfA 4"'9 ft*c «^a,a a4n*f»7'Cd / 
4»u ^4sCt-'6-om?— -*6ai«*- wi/a^m4'7crf, 

X>e la^mMltiplic£ttion'rdes,^;pi0ntit^ (ilg4bri(f^s. 

Yaleurs numerifiM&4fSt)[pi^tites^dqi3tt,€UQ^ tien^eq ifi 
place , on doit scJ^piipe^deTla^ multiplication a]gebrique 
la meme id^e que de la mult^Ucation ^rithmetiqu^B 
i^Ariihm, 1^1 ,. G6). Ainsi , multiplier a parh, c* est com-* 
poser avec la quantite representee par a y une autre quan- 
tity, , de la mime v[ianiir:e que la quantity representee 
par b Test avec Vunite. 

Oaa4i^a.fait oomiaitre. dan4 les joumeros "a et 7^ lea 

C 3 
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«ignes dont on est convenu pour indiquer la. muItipGca- 
tioii \ et le produit de a par b 8*ecrirait en consequence 
soit par a X b , on par a . A, ou enfin par ab. 

On a le plus souvent beaoin d'indiquer pJusieurs mul- 
tiplications successives ^ comme celle ; de a par b , puis 
du produit a b par c , puis de ce dernier produit par d, 
et ainsi de suite. Dans ce cas il est evident que le dernier 
resultat est un nombre ayant ^our facteurs les nombres 
Oyb, Cyd {Arithm. 2a) ; et , en gen^ralisant la demiere 
des conventions rappelees ci-dessus , on inditjue ce pro-- 
duit en ecrivant a la suite I'un de I' autre, et sans aur- 
cune interposition designey lesfacteurs dont il estform^* 
On a de cette maniere Texpression abed. 

Reciproquement toute expression telle que abcd^ 
formee de plusieurs lettres ecrites immediatement a la 
suite les unes des autres , designe toujours le produit 
jdes nombres representes par ces lettres. 

J'ai deja fait tacitement usage de ces conven- 
tions, dans lesquelles les coefHciens n^meriques sont 
aussi compris , puisqu'ils sont evidemment faeteurs de la 
quantite proposee. EnefFet, i5aAc£2,designantlaquan- 
tite abed prise i5 fois , exprime aussi le produit des cinq 
faeteurs i5, a^ b , c, d, 

26. II suit de la que pour indiquer k multiplScatioii 
de plusieurs monomes, tels que ^abc ySdefy 5 mn, it 
faut ecrire ces quantites a la suite les unes des autres ^ 
Bans interposition de signe , et il viendra 

/^abcSdefZmn\ 
mais comme on a fait voir en arithnletique , n** 82 ,. 
qu on pouvait intervertir comme on voulait Tordre de» 
faeteurs d'un produit, sans que la valeur de ce produit 
changeat, on profite de cette circonstance pour rap- 
procher les faeteurs num^riques , dont la multiplication 
pent s'effectuer par les regies de rarithmetique r oa 
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conceit done le prodtiit coqim« indicjue dans Tordre 
4'5.5abcd efm n ; et effectuant la multiplication des 
nombres 4> 5> 3^ on aura seuleraent 

60 abcdefmn (^*). ' 
a5. L*expression d'un produit s*abrege beaucoup lors^ 
qu'il contient des faeteurs egaux. Au lieu d'ecrire plu- 
sieurs fois de suite k lettre qui represente un de cet 
faeteurs , on ne la met qu*une fois, et on marque parun 
nombre combien defois elle aurait dUStre ecrite comm^ 

facieur; mais parce que ee nombre indique des multi- 
plications sueeessives^iljdoit etre soigneusement distinguo 
du eoef&eiient , qui n'indique que des additions ; c*«st 
pxmrquoi on le place a la droite de la lettre , et,un peu 
au-dessus , tandis que le eoei&eient est toujours £crit a 
la gauclie de la lettre et sur la mreme ligne. 
. D'aprea cette convention , le produit de a par a', qui 
serait indique, suiyant le numero 21 , par aa, deyient 

. a*. Le 2 superieur marque que le nombre designe par la 
lettre a est deux fois facteur dans I'expression proposee , 
qu'il ne faut par consequent pas confondre ayec Qa, qui 
n est que Tabr^yiation de a+ a. Pour bien sentir Ferreur 
que Ton commettrait en prenant Tune IHriii* Tautre , il 
suffit de substituer des nombres aux lettres. Si Ton ayait^ 
par exemple, a :=5, 20; deyiendrait 2.5== 10 ,^ et 
a* = aXa=5.5F=a5. * 
En continua&t cette marclie, on verra qiie pour desir 



'O L'osage des symboles aJg^b'riques.abr^geaBt beauconp la d<a- 
monstration de cette proposition , j'ai ecu dtYoir la rappeler ici au 
mojen de ces symboles. 

Si Ton ^crit le produit abc defcomme il suit: ahe X^^ X>% 
et qn^on change Tordre des deux faeteurs du produit de pour avoir. 
0d {Ariihtn, 37), il viendra aVo y, ed y^f ovl aboedf. II esC 
evident qu'on pouna , par de nouvelles decompositions , amener tei 
changement qu'oB voudra dansl'ordre d«8 faeteurs dupioduitpco| 
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gn-er tm prodiiit dans lequel a serait trois fois factaur , i\ 
faudrait ecrire a^ au lieu de a a a; de meme a^ repre^ 
sente \m produit dans lequel a ^st cinq fois facteur , o^ 
equivalent sl aaa^a, 

s4- Les produits formes ainsi par des multiplication^ 
f uccessives d'une ^uantite^ sont^ppeles en general puf^ 
sauces de cette quantite. 

La quantite clle-niem?e ^ oui9j «e nomme lapremi^ro 
puissance. 

La'qudnt]teinuitipli%ep(arelle-^meme^t>aoa^ oubiei^ 
€^y est la secomie pixiBsanbe ^ .qu*on s^pelle miisi le 
ifuarri. 

La quantity iftitiltipli^e d^ux Tofe de suite it)ar elle-i 
infeare, dti aaa, ou bi6n a^, ^st la trbSsiiemB puissance, 
qu* on appelle 'togsi ciAe (*). 

En general , uhe puissance quelc'onque se desigiie par .^; ;. li 

!e nonibre de fact eurs egaux dont elJe est formee : a^, 014 ^ ' 

bien aaaaa^ est la cfn(jrui^7ne puissance dea^ 

Pour montrer TappUcation 4e ces denominations ^ ja^ 
|irendrai \e nombre 3/et f aurai 

i'® ffesisancfc 3 

-ia«... 5.-3=5 - 

S*.... .. ... 3.3.3== 9:^:= 57 

4« 3.*.3;3=i7.3=:^i 

•5^ ,. S.3.S.3.5=ii8l;3=r:tt4S 

etc. 

Le nombre «|ni marque la pmssflOice d'un autre , se 

hotome ciCEpcf^cmt de ttt auti'e . 



<*) L«s d^nbminations 6»^uarni et deeii&e,KeQAnt K d^ consid^ 
irations f^metricpes, «t rompant runifonnitedans la nonMiiclatiirt 
de produits fbnn^ par des factcurs egstm , sont tr^s-impropres en 
Aig^bre \ mais on les emploie fre^uemineat k. cause de leur brievct^« 



L'cxpoiant, lorsqn'il est fegalirimite, nc-s'ecrit point : 
est la meme chose que a}. 

On voit par ce qui precede , que , ^pour farmer une 
puissance d'un ndmbre , U fmU mukvfdUrcemfnihre 
var hii-memeimefais de7nQinsjfu'iln'''yud'umPes^diins 
Vexposmttdelapnissance. 

fl5. Puisque Fexposant marque Je nombre de facteurs 
igaux quiformeiit T expression dorit 11 fait partie, et 
que le prodiiit de ideux quantites doit avoir pour facteurs 
tons ceux qui forment chacunede ces quantites, il s' en- 
suit que Texpression c? , dans laquelle a est 5 fois fac-p 
teur^ multipliee piar Vexpression d? ^ dans laquelle a est 
5 fois factenr ,^d:oit Amner un prodiut'dans lequelnasoit 
8 fois fadteur^ :^ar consequent :«xtirtme par ti? ^ et 
quen general le produit de dei&c puisfwices du mefne 
nombre doit avoir pour exppsant la sommede ceux du 
jnultipiicande et du multiplictiteur. 

q6. II suit de la iqiie hrsque deuao 'mt^mmuss'^fmt ies 
lettres communes^ on peutabregeri^expfessiondwptf^duit 
de ces quantites , en ajoutant tout de suite Ies exposan^ 
des lettres semblables du multiplicande -et du multipli-' 
fateur. 

Par exen^ple , F expression ^du produit des quantites 
€^b^ c eta^ b^c^d, qui serait e^b^ ca^b^ c^ dy suivant 
Ies conventions du numero^i ^ s'abr^ <en assemblant 
Ies facteurs designes par la meme lettre y ce qui 
donne 

d'oft^dn cotidtit 

a^lfi^dy 



^necnyaat 



c^-auiieude^z'a^ 
i^aalieud^fi^i* 
f? ^u lieu de c c* oude c' c*. 
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37. De m^me qu*on distingue les puissances par le 
nombre de facteurs egaux dont elles sont form^es , ozt 
classe aussi les produits quelconques par le nombre des 
facteurs siiihples ou premiers qui les forment , et je don"- 
nerai a ces classes le nom de degrds, Le produit o^ b^ c 
sera , par exemple , du 6^ degre , parce cpiil renferme 
6 facteurs simples , sayoir : a facteurs a, 3 facteurs b et 
1 facteur c. II est Evident que les facteurs a,b etc, re- 
gardes ici comme premiers , ne le sont qu'eu egard a 
r Algebre , qui ne permet pas de les decomposer ; mais 
lis peuyent repr^senter d'ailleurs des nombres 9omposes : 
il ne s'agit ici que de leur etat general (*). 

• Les coefficiens exprimes en nomJ>res ne comptent 
point dansl* estiniation du degr^ des quantitesalgebhques; 
on n'a egard qu'aux letties. 

II est Evident fai , a5) que lorsquOn multiplie deux 
monomes Tun par Tautre , le nombre qui marque le degre 
du produit est la somme de ceux qui marquent le degr^ 
de cSiacun de ces monomes. 

a8. La multiplication des quantites complexes se ra- 
mene a celle des quantites monomes^ en considerant a 
part chaque terme du multiplicande et du multiplica- 
teur , de meme qu'en arithmetique^ on opere en particu- 
lier sur cbaque chiffre des nombres qu on se propose de 
multiplier {Arithm, 33) ', la reunion des produits par- 

(^ ) Par une sniie de Tanalogie indiquee dans la note de la page 4o» 
on appelle commnn^ment dimenti&ns ce que je nomme degris. L'ex- 
pression rapportee ci-de6«uS'aarait, dans le langage ordinaire, 6 di- 
mensions. Get exemple proayebien Pabsurdite deTancienne nomen- 
clature, etablie sur cc que les produits de a ou de 3 facteurs mesureet 
les aires des surfaces et les volumes des corps , qui out deux ou troU 
dimensions^ mais passe ce terme, la correspondance entre 
expressions algebriqnes et les figures geom^triquet ccsse, puis(jue . 
Tefiendue ne peat aroir plus dc uois dimcDsiont. 



tiels compose le produit total : mais VAlgebre presente 
line circonstande qui ne se trouve pas dans les nombres. 
Ceux - ci n'ont point de termes a retrancher , ni rfe 
parties soustractiyes ; les unites , dixaines , cen- 
taines^ etc. qui les forment^ sont toujours censees ajou- 
tees entre elles, et alors il estbien Evident quele produit 
total doit se former de la somme des produits de chaque 
partie du multiplicande par chaque partie du multipli- 
cateur. 

II en est de m6me lorsqu'il s'ag^t des expressions litt^ 
rales dont tons les termes sont assembles par le signe -f- 

*Le produit de a -|- & 
multiplie par 'c 

est ac-4-ftc, 

et s'obtient en multipliant chaque partie du multipli- 
cande par le multiplicateur ^ et en ajoutant les deux 
produits partiels a c et h c. Si le multiplicande con- 
tenait plus de deux parties ^ reparation serait toujours 
la mime. 

Lorsque le multiplicateur est la somme de plusieurs 
termes, il est visible que le produit se compose de la 
flonune des produits du multiplicande par chaque term^ 
du multiplicateur. 

Le produit de a + ^ 
multipli6 par c + ^ 

{ac -f- i c 

Car en multipliant d'abord a -f & par c , on obti^nt 
ac'^'hc^ puis en multipliant a + ^ parle second terme d 
du multiplicateur, on trouve a 3-}- 6 c?, et la somme de 
ces deux resultats donne cc-f-ic + arf+id pour le 
total. 

S9. Lorsque le multiplicande contient des parties 
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soustractives , les produits de ces parties par le multiplt- 
cateur doivent etre retranch^s desautr^s, c*est*4-dire ^ 
alTectes du sigae — . Par exemple , 

le ,prodait <)e ,a — 'b 
miiltiplie par c 

ear chaquefois guon prendra toute entiere la quantite a, 
qui aurait du etre dimmuee de i avant la miiltijilication , 
on prendra de trop la quantite b; 1« produit a c, dans 
lequel a fout^ntier est pris autantde fois que 1« marque 
le orombre c, aurpassera par consequent le produit cher»^ 
che de la quantite b , prise aulaat :de fQ}&qae4e marque 
le nombre c, ou du produit & c .* il faudradonc retran* 
cher Ac de ac^ ce, qui doniiera, comnie ci-dessus^ 

a c -*-.*i c. 

Le meme raisonnement s'appliqnerait a chacune det 
parties soustractives du multiplicande , quel qu*en fut le 
nombre , et quel que fiit celui des termes du muhiplica** 
teur , pourvu qu'ils fussent tons alFectes du signe +., 
En observant que les termes qui n ont pas de signe ^9ont 
censes avoir le signe + ,. on voit par t;es «xemples ^ue 
les termes du multiplicande afFect^ du signe + , ttonnent 
un produit partiel aiFecte du signe -f^y^tandis que ceux 
qui sont alFectes du signe — , en donnent un ^ffecte dtt 
signe — . II suitde la que lorsque h multiplicateur par-i^ 
tiel a le signe -+- , le produit partiel a le mime signe que 
le multiplicande partiel. 

9o . Le contraire a lieu quandle multiplicateur contiest 
des parties soustractives i les produits formes par ces par- 
ties doivent etre pris aveo un signe contraire a celui qu'ib 
auraient , d'apres la regie pricedente. On 5* en coavaiacra 
par Texemple suivant. 



B ' A L G i B n E, 4S 

^il le multipiicande a — b 

ac — be 



, , . i ac — DC 



txr le produit du multiplicande par le premier terme a 
du multiplicateur, sera, par rcxempleprecedent,ac— ic; 
mais en prenant c tout entier pour pi'ultiplicateur , au 
lieu de c dSminu^ d<e rf, on prend la q^antite a — i au- 
tint de fois de trop que le marque le nombre d; ainsi , 
le produit ac-^b c surpasse c'elui qu'bn cftercHe du pro- 
duit de a — A pat d. Or ce dernier est , par ce- qui pre- 
cede, ad'^bd; e« pour le rctranclier du preisiier, il 
fauft en' ehauger les> signet (s^) : on aura done 
ac'^bc'^ ad-^bd pomr 1« r^siikat deiaand^. 

3i. Enresumant 1«b consequences des exemplesei^ 
dessus, on en Gonvlura qoe ia muhiplicati&ndes pofy- 
nomes s*€ff&e$BB en maMpUant succesdvmunt , seiorCtes^ 
regies dorm^espour lis Tncfnames (n^ 2i-*^a6) , torn le^ 
termes du^ multipiicand^par eha^ueterw^ du muUiplicxi- 
Uur, ei en obseryatU^que si le muUiplieateur petrtiel a le 
. signs '^^ le produiP partiel doi^ aitoir le memesigne qn>e 
le nmkiplicandeparUel ,et le signetotUrmfe , si le imit- 
tiplicateur partiel a le signe '^. 

Si on developpe Ice differens eas de cett«.d«miere 
tegle , on trouvera , 

1®. Qu un terme eymt le ^ae H^ > multiplie par un 
terme ayant le signe 4*^ dffane ii& prodiut i|oi a le 
si^ne 4. 

2*. Qu'uri tem^ ayant le sigue — , multiplie par un 
terme ayant le sigpe -f- > donne un prgduk qui a le 
Ijgne — . 

3^ Qu'un terme ayant le signe + , multiplie par un 
terme a^ant le signe -"^ , donii« ua produit qui a l» 
«igne — . 
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4*. Qti*un terme ayant le signe — , multiplie par On 
terme ayaat le sigHe — , donne un produit qui a le 
Kigne •+•. 

Ce tableau fait roir que lorsque le muhiplicande et le 
multiplicateur partiels ont le meme signe , le produit a 
le signe 4- , et que s'ils ont des signes differens, le pro^ 
duit a le signe — . 

Afin de ifaciliter la pratique de la multiplication des 
ipolynomes , yoici la recapitulation des regies qu*il faut 
fiiuyre dans cette operation. « 

1**. Determiner le signe de chaque produit partiel 
d'<ipris la regie ci-dessus c c'est la r^gle des signes. 

2®. Former le coefficient en faisant le produit dm 
ctux du muhiplicande et du multiplicateur partiels 
( aa) : c'est la regie des coei&ciens. 

5^, Ecrire a la suite les unesdes autres toutes les Uttres 
differentes , contenues dans le muhiplicande et dans 
le multiplicateur partiels (sti) : c*est la regie des lettres* 

4°. Donner aux lettreS' communes au muhiplicande 
et au muhiplicateur partiels , un exposant igal a la 
somme de ceux qu'elles ont dans ce muhiplicande 
et dans ce muhiplicateur (aS) : c'est la r^gle des ex-^ 

posans. 

• 

Sa. L'exemple ci-dessous oIFre Fapplication de toutes 
ces regies. 

Muhiplicande 5 a*— aa?ft+4«'*^ 
Multiplicateur c?-^4a*b+ab^ 

PrnHntt^f 5a^-2a'b+4a^b- 
Prodmsl ^^^,^^g^,^,_^g^^j, 

P^®*' l+iofl4A3_^^36448a^i^ ^ 

Risultat reduit Sa^-aaa^ J^i 3^5 ja_6a*i3_^3^^8fl.i* 

La premiere ligne des produits partiels contient ceux 
de tons les termes du muhiplicande par le premier terme 
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«* du multiplicateur ; ce terme etant cense avoir Ic 
signe +, les produits qu il donne ont les memes signes 
tque les termes correspondans du multiplicande (3i). 

Le premier temie 5a^ du multiplicande ayant I# 
signe -f- y on n'ecrit pas celui du premier produit partiel, 
qui serait aussi + ; le coefficient 5 de a* etant multiplie 
par le coefficient 1 de a^, donne 5 pour celui du produit 
partiel ; la somme des deux exposans de la lettre a 
etant 4+3 on 7 ', le premier^roduit partiel est done 5d^, 

Le second terme— a a^ 6 du multiplicande ayant le 
signe — , le produit a le signe — ; le coefficient 2 de 
c^ b , multipUe par le coefficient 1 de c^ y donne a pour 
coefficient du produit; Fexposant de la lettre a , com- 
mune aux termes qu'on multiplie , est 3 -j- 3 ou S, et on 
ecrit a la suite la lettre b , qui ne se trouve.que dans le 
multiplicande partiel : le second produit partiel est done 
— aa^b. 

Le troisieme terme +4^* 6* donne un produit partiel 
alFecte du signe -|- , et que , par les regies appliquees 
aux deux termes prec^dens , on trouve de •+- ^a^b^. 

La seconde ligne contient les produits de tous les 
termes du multiplicande par le second terme — 4 ^* ^ ^^ 
multiplicateur; ce dernier ayant le signe — , tousles 
produits qu*il donne doivent avoir des signes contraires 
a ceux des termes correspondans du multiplicande : les 
coefficiens , les lettres et les exposans se forment comipD 
dans \A ligne prec^dente. 

La troisieme ligne enfin renferme les produits de tous 
les termes du multiplicande par le troisieme terme -j- a i' 
du multiplicateur ; ce te^me ayant le signe + , tous les 
produits qu'il donne ont le meme signe que les termes 
correspondans du multiplicande . 

Apr^s avoir forme tous les produits partiels dont se 
compose le produit total, on exan^ine attentivement ce 
dernier , pour voir s il ne renferme pas des termes sem- 
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blables. Lorsqu*!! sn coadent;^ on kftrMui^, sulvitot I# 
E^gledii Bttmero i^^ , ert observant que dteux termes, 
pour dtve^;.^emt>labtcd , doivent dontanirnon^seulement leA 
i^ene$ lettrei^, msin eacf^ce alFect^esr de^ xneiii«8 expo^ 
sai}». DaiU! yexempi^ €iT4ie^u6, it j 4 trois reductions^ 

•^ sra^ 0t-^aa«^, eeguidoiine -^soa^ft 
4- 4a^fl* et 4 8 fl^A*i ce qm douse +- la cfib^ 
— l.ft4S*4? ^t-f ^'^<"*^^ ceqiiid^iMi^ — ^a^A* 

Cet reduclions etant effectaees^ on a poui^F^sultat lar 

dbrfti^r^ Kg»« de f ^««rpl&. 

Voici»»eore, pour exercerle lecteur, un exempleder 

lAtrflipReatiott, qu'tt est facile d^cffectaei? d'apr^S ce qi^ 
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33. Les precedes de la multiplicatioil font voir que si' 
tous les termes du multiplicaitde sont du meme de- 
gre (27), et que ceux du multiplicateur soient aus»i 
du m^me de^e , tous les termes du produit seront du 
degre marque par la somme des nombres qui designent 
le degr^ des termes de chacun des facteurs. 

Dans le premier exemple^ le inultiplicande est du 
quatrieme degre, le multiplicateur du troisieme \ le pro- 
duit est du septieme, 

Dans le second exemple, k multiplicande est du 
sixieme degr^,le multiplicateur du troisieme; le produit 
est du neuvieme. 

Les expressions comme celles qu'on vient de rappeler, 
dont tous les termes sOnt du meme degre, se nomment 
expressions homogene^. La remarque qu'cm vientde faire 
sur leurs produits , «st utile pour prevenir les erreurs 
qu on pourrait -commettre en oubliant quelques-uns des 
facteurs dans les multiplications paErtielles. 

54. Les operations algebriques eifectuees sur des 
quantites littferalfis ^ laissant voir comment les diverses 
parties de ces quantites concourent a la formation 
des resultats^ fmit sojayent connaitre des proprietes 
centrales des nOAihi^es, independamment d'aucun sys- 
teme de numi^ratioh. Les multiplicationiB ci-apres con- 
duisent a des consequences de ce genre tres-remar-' 
quables^ etd'iuxB ^pilicationfr^ueate dans la suite. 

i 
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a+b a+b 

a — b a4-^ 



a* + ab (f'^ab 

—ab-'b^ +ab+b^ 



a + b 



i^ + S^a^'b + ab'^ 



La premiere ) de laquelle il resultQ que U quantiti 
a + by multipli^e par a — 6 , donne a* — &• , fait voir 
que si on multiplie la somme de deux nombres par leur 
difference , le produit sera la difference des quarr^s de 
ces nombres* 

Si Ton prend, par exemple , la somme 1 1 des nombres 
7 et 4 > qu'on la multiplie par la difFerence 5 de ces 
nombres, le produit 3 X 1 1 ou 33 sera igal a la diff^** 
rence entre 49 > quarri de 7 , et i6 , quarr^ de 4* 
. Par le second exemple^ dans lequela^-^ est deux 
fois facteur^ on apprend que la seconde puissance ou le 
quarre d'une quantity compos^e de deux parties ^aetb, 
contient le quarr^ de la premiere partie, plus le double du 
produit de la premise partie par la seconde, plus le 
quarrd de la seconde, 

Le troisi^me exemple , oii on a multiplie la seconde 
puissance dea+b par la premiere , mpntre que la trpi-^ 
•ieme puissance ou le cube d'une quantity cojnposie de 
deux parties, renferme le cube de la premiere, plus trois 
fois le quarr^ de la premiere multiplie par la seconde , 
plus troisfois la premise multipli^e par le quarr^ de la 
seconde, plu^ enfin le cube de la seconde. 

D a 
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35. Comme il est souvent necessaire de decomposer 
une qiiantite dans ses facteurs , et de laisser toujours ea 
evidence, le plus quil est possible, la formation des 
quantites que Ton considere, on n'efFectue les operations 
dgebriques que lorsqu on ne pent s'en dispenser absolu- 
ment , et il faut, pour cette raison , etablir des signes 
propres a indiquer la multiplication entre des quantitei 
complexes. 

On se sert en effet des parentheses ou crochets, entre 
lesqiiels on renferme les difFerens facteurs du produit 
indique. L*expression 

par exemple , indique le produit des quantites complexes 

5fl* — 3a»6* + M, 4at^'-^ad' + (P et i*— c». 
Quelques aut^urs dejaun peu anciens, se sont servisde 
barres placees au-dessus des facteurs , comme on le voit 
ci-dessou$, 

5a4-3a*6*+MX4«^'' — «^+^X^* — c^; . 
mais les barres pouvant itre prolong^es plus ou moins 
quil ne faut, renden^ce signe moins precis que les 
parentheses , qui ne laissent jamais d' equivoque sur la 
totalite des quantites comprises dans chaque facteur : 
aussi ont-elles prevalu. 

De la division des quantites alg^briques. 

36. La division algebrique doit ^tre consideree, ainsi 
que la division arithmetique , comme une operation 
servant a decouvrir Fun des facteurs d'un produit donne* 
lorsqu on cont ait Tautre. D'apres cette definition, le 
quotient , multipli6 par le diviseur , doit reproduire 1* 
dividende. 

En appliquant ces notions aux quantites monomes , 
on verra par le n^ a i ^ que le dividende sera form^ des 
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facteurs du diviseur et de ceux du quotient ; done , en 
supprimant dans le dividendetous les facteurs qui com-* 
poseni /c diviseur, le resultat sera le quotient cherche. 

Soit, par exemple, le monome 'jac^b^c^da. diviser 
par le monome 9 a^ 6 c* ; il faut , suivant la regie enon- 
cee ci-dessus ^ supprimer dans la premiere de ces quan- 
tites , les facteurs de la seconde , qui sont respective- 
ment 

9, c?, h, et €»: 
il faut done , pour que la division puisse s'effeetuer , 
que ces facteurs soient dans le dividen^e. En les prenant 
par ordre , on voit d*abord que le coeiGcient 9 du divi- 
.«eur doit etre faeteur du coefficient 72 du dividende , ou 
que 9 doit diviser exactement/a ; c'est ce qui a lieu , en 
eiFet, puisqueya =9X8: en supprimant done le fae- 
teur 9 ^ U restera Ic faeteur 8 pour coefficient du quo- 
tient. 

II suk encore des regies de la multiplication (a5)^ 
que Texposant 5 de la lettre a dans le dividende^ est la 
somme des exposans quelle a dans le diviseur et dans 
le quotient; ce dernier expo^ant sera par consequent 
Ifli diEFerenee entre les deux autres, ou5 — 3c=:2 : ainsi 
la lettre a. aura ^ dans le quotient, Texposant a. Par la 
meme raison; la lettre b aura, dans le quotient^ un 
exposant egal a3-^ 1 , ou 2. En&n le faeteur c* etant 
commun au dividende et au diviseur, doit etre sup- 
prime •, et Ton aura par consequent 

-8 a^ b^d 
pour le quotient demande. ^ • 

Onraisonnerait de mSme sur tout autre exemple ; et 
on conclurade ce ^ui precede , que , pour ej[fectUer la 
division des quantit^s monomes, ilfaut diviser le co^ffi^ 
tient du dividende par celui du diviseur; 

Supprimer dans le dividende les leUres quiluisoni 

D 3 



communes avec le dwiseur, lorsqii'elles ont U mime ex^ 
posanff et lorsque I'exposant n' est pas le mSms, retrcLrw 
cher Vexposant du diviseur de celui du dividende , le 
Teste sera Vexposant que doit avoir la lettre danslequo^ 
tient; 

Enfin icrire mi quotient les lettres du dividende qui nt 
sont pas dans le diviseur. 

37. En appliquant la regie donn^e ci-dessus pour 
trotiver Texposant des lettres dti quotient , a une lettre 
qui aurait le meme exposant dans le diyidende et dans 
le diviseur, on trouyerait zero pour I'exposant qu'elle 
devrait avoir au quotient : c^divise par c', par exemple , 
donnerait a^. Pour savoir ce que peut signifier une pa-*- 
reille e^^pression , il fatitremonter a sonorigine, etcon- 
siderer que represcntant le quotient dela division de la 
quAtitite a^ par^Ue-meme , elle doit repondre a Funit^ 
qui marque combien de fois une quantite quelconque s©^ 
contient elle-m^me. II suit de la que Vexpression a** est 
unsymbole equivalent a runiti, et qu'on doit remplacer 
par consequent par 1 . On peut done se dispenser d'^crire 
les lettres qui ont zero pour exposant y puisqu'alorsclia- 
*cune d'elles ne represente que Tunit^. Ainsi , (^b c* divisi 
para^frc*,doniianta* /)*c*, revientia, comme on peut 
aussi s*eh assurer en effectuaut la suppression des fao- 
teurs communs an diyid&nde et au diyiseur. 

On voit par-la. que cette proposition : Toute quantity 
qui a tero pour exposant, vaut alors 1 , n'est, a propre- 
ment parler , que F explication d'un resultat auquel con- 
duit la con^ntion faite sur la mani^re d'6crire les puis- 
sances des quantity par les exposans. 

Pour que la division puisse 8*efFectuer, il faut, 1*. quo 
le divise^ ne renfermeaucune lettre qui ne se tropve 
dans le dividend© ; a*, que Texpftsant des lettres , dans 
Js diyilieuri ne suipasse point celui qu'elles ont dans le 



D* A li G^ B E 8. ^ ' 55 

d^yidende; 3^. enfin, quele coefficient dudiyiseurdiyise 
exactement celui du diyidende. 

38. LoTsque ces conditions n'ont pas lieu« la diyisbu 
ne peut qae s*indiquer sous la forme d'une fr^tion , 
d'apr^s la convention du numero 2 ; et il faut chercker 
ensuite a simplifier cette fraction , en supprimant bs 
facteurs qui sont communs en in^me4:emps au diyidende 
et au diyiseur, s'il y en a de tels ; car (^ni/im. 67) il 
est yisible que les principes sur lesquels repose la thepne 
des fractions arithmetiques, etant ind^pei^dans.4e toute 
yaleurparticuliere de leurs termes^ conyiennent aux ftac- 
tions exprim^es par des lettres, comme d celles qui sont 
representees par des nombres. 

D*apr^8 ces principes , on supprimed'abord les facteurs 
numeriques communs auaxcoefficiens da dividende $tdu 
diviseur , puis les lettres qui sont communes audividen^f^ 
et au diviseur y et qui ont le mdme exposant dans Vun et 
dans r autre, Lorsque I'expasaf^i n'est pas le mSme^ on 
retranche leplus petit duplusgrfuid^etpn^dofm^ c^rf^e 
pour exposant a la lettre, qu'on^^ecrU^u^ff^msQ^hd 
des deux tetmes de la fraction quelle avail Upluj» haul 
exposant. 

L'exemple suiyant eclaircira cette r^gle« 
Soif /lJicPb^(^d k diyiser par 64 c?b^c^e;\e quotient 
ne peut que s'indiquer sous la forme fractioonoire 
48a3/>^c*<£ ^ 
64a^b^c^e ' 
mais les co6iGcien8 4S et €4 sont tons deiy diyisiblet 
par 16 : par Ul suppreasion d« ce facteur commun » le 
coefficient du num^rateur deyiendra 3 > et celui du d^o- 
minateur 4* La lettre a ayant k mime exposant 3 dan» 
les deux termes de la fraction , il s'ensuit que a^ est un 
€acteur commun au diyidende et ait diyiseur^ et qu*oflr 
peut aussi le supprimer. - 
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Poor conftaitre le nombre de facteurs b communs atnt 
deux termes de la fraction , il faut diviser le plus eleve , 
qui est b^, par i^, suivant la regie donnee plus haut , ct 
le quotient i* nous apprend que i^ = i^ X ^. Suppri- 
mant done le facteur commun b^, il restera dans le nu- 
merateur le facteur b*^ 

Par rapport a la lettre c ^ le facteur le plus ^eve etant 
c*au denominateur, si on le divise par c*, on le decam- 
posera en c^Xc^\ et supprimact le facteur c*, cotumua 
aux deux termes , cette lettre disparaitra du numera— 
teur, m^s restera au denominateur avec I'exposant a. 

Enfin les lettres dete resteront a leurs places respec- 
tives , puisque dans I'etat ou elles sont , elles n*indiquent 
aupun facteur qui soit commun a Tune et a Tautre* 

Par ces diyerses operations ^ la fraction proposee so 
riduit a 

5b^d 
4^e '' 

c est sa plus simple expression, tant qu'on ne donne au- 
cune valeur numerique aux lettres ; car elle pourrait se 
reduire encore si ces lettres etaient remplacees par de» 
nombres contenant des facteurs commims. 

59. Une observation qu*il ne faut pas manquer da 
faire, c'est que si tousles facteurs du dividende entraient 
dans le diviseur , qui , de plus , en contiendrait encore 
d'autrcs qui lui seraiciit particuliers , il faudrait , apres 
la suppression des premiers facteurs, mettreTunite a la 
place du d^dende, au numcrateur de la fraction. En 
effetjdons ce casonpeut supprimer dans les deux termes 
de la fraction , tous les facteurs du numetateur , c'est-a- 
dire , diviser les deux termes de Pa fraction par le numc- 
rateur ; mais celui-ci etant divise par lui-meme , doit 
Conner I'unite pour le quotient dont il faut faire le nou- 
veau numerateur. 
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Soit pour exemple la fraction 
4 a* b c 

les facteurs is, a*, ^^ et c, se divisant respectivement 
par les facteurs. 4, a* , A et c, c*est comme si on divisait 
les deux termes de la fraction proposee par le nume- 
rateur 4 a^bc: or la quantite 4^ b c divisee par elle- 
meime , donne i pour quotient , et la quantite lac^b^cd 
divisee par la premiere , donne , par les regies ci-dessus , 
3 />* d; la nouvelle fraction est done 

1 

4o. II suit des regies de la multiplication , que lors-' 
qu*une quantite monome multiplie une quantite poly- 
some y elle devient facteur commun de tous les termes de 
celle-ci. On profite de cette observation pour simplifier 
les fractions dont le numerateur et le denominateur sont 
des pol/nomes, ayant des facteurs commons a tous leurs 
termes. 

Soit Fexpression 

ga*/? — i5a*c-f a4fl3* 
en examinant la quantite 6a* — 5c?6c-|-iaa*c*,on 
voit que le facteur a* est commun a tous ses termes , puis- 
quea* =a* X a% et en outre les nombres G , 3 et la sont 
tous divisibles par 3 ; ensorte que 
^— 3a^/>c+iaa*c*=aa*X3a*— 6cX3aH4c*X3a*. 
Bfc meme le denominateur a pour facteur commun 3 a*, 
carles facteurs a* et3entrentdans tous sestermes, etFona 
gcfi — i5a»c+a4a3^3^X3a*— 5cX3a*+8aX3a*. 
Supprimant done le facteur 3 a^^ tant dans le numerateur 
quedansle denominateur^ la fraction proposee deyiendra 
ag* — be +4^ 
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41. Passons maintenant au cas ou le dividend^ et I9 
diviseur sont tous deux complexes , et dans lequel on 
ne peutplus reconnaitre , a la premiere vue, si le divi- 
seur est ou n'est pas facteur du diyidende. 

Puisque le diyiseur y niultiplie par le quotient , doit 
reproduire le diyidende , il faut que ce dernier contienne 
tousles produits partiels de chaque ternie du diviseur par 
chaque terme du quotient ; et si on pouvait retrouver les 
produits formes par chaque terme du' diviseur en parji- 
culier , en les divisant par ce terme qui est connu> on ob- 
tiendrait ceux du quotient , de la meme maniere ^'en 
arithmetique on decouvre tous les chifFres du quotient 
en diyisant suqcessivement par le diviseur, des nombres 
qu'on regarde comme les produits partiels dece diviseur 
par les divers chifFres du quotient. Mais dans les nom- 
bres, ces produits partiels se presentent par ordre, en 
commen9ant par les unites placees au dernier rang sur 
la gauche , a cause de la subordination etablie ^tre les 
unites de chaque chiffre du dividende,d'apres le rang qu'ilt 
occupent. II n'en est pas de meme en Algebre \ mais oa 
y supplee en arrangeant tous les termes du dividende et 
du diviseur, de.mani^r^ que les exposans des puissances 
de la mime lettre diminuent dans chaque terme, en allant 
de gauche a droite , ainsi qu'on le voit| par rapport a la 
kttrea, dans les quantit^s 

|5a*— fla3fr44a*i^, 
dOntVune est leproduit, et Fautre k multiplicande, 4|ill 
L'lbperation dunum'^ro 3a : c^est ce qu*otiappeUeordo/iffe^ 
ks quantit^s pfopos6es. 

Lorsqu'elles sont rang6es ainsi , il est visible que , quel 
que soit le facteur par lequel il failletnultiplier la seconde 
J)our obtenir la premiere , le terme 5 a', qui commence 
celle-ci, resulte de la multiplication du terme 6 a*, qui 
commence Fautre ^ multiplie par le terme ou a aurait 
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le plus haut exposant dans le facteur cherche^ et qui sa 
trouve le premier de ce facteur lorsqu'il est ordonne par 
rapport a a. En diyisant done le monome 5 a^ par la 
monOme 5 a^, le quotient (^ sera le premier tenue du 
facteur cherche. Or , par les regies de la multiplication^ 
le produit total devant contenir les divers produits par- 
tiels resultansde la multiplication de tout le multiplicand^ 
par chaque terme du multiplicateur , il s'en^uit que la 
quantite prise ici pour dividende , doit contenir les pro- 
duits de tons les termes du diviseur 5 a* — a c^b ^^^a^b^ 
par le premier terme du quotient c? \ et par consequent 
si on retranche du dividende ces produits , qui sont 
5a7— aaS6 + 4a5^^ \^ reste — ao a« 6 +8 o^ 6* — 
6 a^b^ — 4 ^^ ^ + 8 a* fc^, ne contiendra plus que ceux 
qui r^sultent de la multiplication du diviseur par le se- 
cond y le troisieme , etc. termes du quotient. 

Ce reste pent done ^tre considere comme un divt- 
dende partiel ; et son premier terme, dans lequel a a Tex-* 
posant le plus haut ^ n'a pu provenir que de la multipli- 
cation du premier terme du diviseur par le second du 
quotient. Mais le premier terme du dividende partiel 
ayant le signe •^> il faut assigner Celui qUe doit avoii? 
le terme correspondant du quotient : or cela est facilo 
par la i '* rdgle da n** 3i ; car la qtrantit^ — - 26 ^ i, re- 
gard^e comme un produit partiel ayaAt un signe con- 
traire a celuidu multiplicaBd^ partial 5<^, il en r^sult6 
que le niultiplicateiir partiel ad^ etre ^ectedu^s^ne —J 
JLa division ^tant done operee anr lies mon<Hne» -^ aaa^ b 
«t 5 €i4, donnera -^ 4 ^ ^ P^^'^^ ^^ second termd. Si oa 
le multiplie partous ceuxdu diviseur^ at que Yon te^ 
tranche le produit: du. dividende porticil, k resft^ 
+10 a* t^ — ^c^ M + 8a* 6^, ne contiendra pks que 1^ 
{iroduits du diviBfiur : par I^ troiaietee ^ etc. taetmer du 
^otient. 

Enleregardaateommeun noiiveau dividende paniel^ 
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son premier terme lo a^b^ ne peut etre que le produit 
du premier terme du diviseur par le troisieme du quo- 
tient , et par consequent ce dernier s*obtiendra en divi- 
sant , Tun par I'autre , les monomes lo o^^^ et 5 a^. Le 
quotient a b^, etant multiplie par tout le diviseur, four- 
nit des produits, dont la soustraction epuisant le dividende 
partiel , prouye que le quotient n*a que trois termes. 

Sll avait du en avoir un plus grand nombre , on les 
aurait evidemment trouves comme les precedens ; et si , 
comme on le suppose , le dividende a pour facteur le 
diviseur , la soustraction du produit de ce diviseur par le 
dernier terme du quotient , doit toujours epuiser le der- 
nier dividende partiel. 

42. Pour faciliter la pratique des regies trouvees ci- 
dessus^ 1°. On dispose le dividende et le diuiseur comm& 
pour la division des nombres , en les ordonnant Vun et 
I'autre par rapport d une meme lettre, c'est-d-dire, en 
ecrivant leurs termes de manure que les exposans de cette 
lettre aillent en decroissant ; 

st,^. On divise le premier terme du dividende par lepre-^ 
mier terme du diviseur, et on ecrit le risultat a la place 
marquee pour le quotient; 

3**. On multiplie tout le diviseur par le quotient partiel 
jqu'on vient de trouver, on le retranche du dividende, 
et on fait la reduction des termes semblables; 

4*'- On regarde ce reste comme un nouveau dividende 
dont on. divise le premier terme par le premier terme da 
diviseur; on dcrit lerisultat comme un second terme da 
.quotient , et on poursuit I' operation sur ce terme comme 
ci-dessus , jusqu'd ce que tous les termes du dividende 
fSoient f^puises. 

En observant qu'un produit a le m6me signe que le 
multiplicande , lorsque le multiplicateur a le signe +, et 
qu il a, dans le cascontraire>*iie signe — (3i) , on eA con- 
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clut que lorsquele dividende partiel et le premier terme 
du diviseur ont le meme signe , le quotient doit avoir U 
signe+\ ets'ils ontdessignes contraires,le quotient doit 
<ivoir le signe — : c'est la regie des signes. 

Les divisions partielles s*effectuent par les regies don- 
nees pour les quantites monomes. 

On divise le coefficient du dividende par cebii du dir 
^iseur .* c*est la r^gle des coeificiens. 

On ^crit au quotient les lettres communes au divi^ 
dende et au dis/iseur, avec un exposant egaldla diffe^ ^ 
rence de cei^x dont elles sont affectees dans ces deux 
t&rmes y et enfin les lettres qui ne sont qu'au dividende s 
ce sont-la les regies des lettres et des exposans. 

43.. Pour appliquer ces regies aux quantites 

qui m'ont servi d'exemple, plus haut , on les Asposem 
Gomme sll s'agissait d'effectuer la division arithm^tique. 



Dividende. 
— 5a'+ a,a^b—4i^b^ 



Diviseur. 
5a*-2a3>+4a»ft* 



Quotient. 
a3— 4a»6+ai» 



JReste — aoaSft+Sa^i*— 6a463_^a3M+8a^i^ . 
+2oa«6-8a&i»+i6a4i3 

reste -+. 1 oo+i^— 4a3i4+8a*6^ 

^ioa^l^+4i^b^S(^b^ 



Reste o 

Le signe du premier terme 5 a' du dividende ^tant I9 
mSme que ccilvi 5 a*; premier terme du diviseuT; on 
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devrait mettre -f ^^ quotient; msas comme il 8*agit d« 
premier terme , on omettra ce eigne. 

En divisant 5 a' par 5 o^^ on a pour quotient a*, quo 
Ton ecrira sous le diviseur. 

Multipliant successivement les trois termes du diyi- 
Beur par le premier terme a? du quotient, et ecrivant les 
produits sous les termes correspondans du dividende , 
apres avoir change les signes de ces produits pour les 
retrancher (ao) , on formera la quantite 

dont on fera. la reduction ayec le dividende ; et on 
d>tiendra pour reste 

En continuant la division sur ce reste , le premier terms 
— ao a^ 6 , divis^ par 5 a*, donnera pour quotient — 4^^> 
ce quotient ayant le signe — , k cause que le dividende 
et le diviseur sont de signes difTerens. En le multipliant 
par tous les termes du diviseur^ et changeant les signes^ 
on formera la cpiantite 

dont on fera la reduction avec k dividende , et on ob- 
tiendra pour reste 

Divifiant le premier terme de ce nouveau dividende 
partiel , i o a* fr* , par le premier terme 5 a* du diviseur ; 
multipliant par le resultat -f- ^ '^ tout le diviseur , ecri- 
vant les produits sous le dividende partiel ^ en observant 
de changer leur signe , et faisant la reduction , il ne restt 
rien, ce qui montre qae^-Qb^ est le dernier terme 
du quotient cherche , }equel a par consequent pour ex- 
pression cfl-^4^^^'^^ ^^ 

44' II est a propos de remarquer que dans la division , 
les multiplications des diiF^ens temres du quotient par 
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lediviseur, produisent souvent des termes qui ne se 
trouyent pas dans le diVidende , et qu'il fant diyiser en- 
suite par le premier terme du diviseur. Ces termes sont 
ceux qui se sont detruits lorsqu'on a form6 le dividende 
par la multiplication de ses deux facteurs , le quotient 
et le diviseur^ Yoici un exemple remarquable de cet 
reductions : 



Soit o^ — 6^ A diyiser par a— b : 

Division. MuUipUcation 

c3 — 63 a — b 

— d^ + (fb (f + ab+b^^ 



^a^b+ab^ 



J^ab^-^b^ 
—ab^+l^ 



a— b 
0*4. ab+b^ 



c^-^a^b 
^a^b-^ab* 
+a6»— b^ 

resultat a^—b* 



Le premier terme o'du diyidende , diyisi par le premier 
terme a dudiyiseur , donne pour quotient a'; en multi- 
pliant ce quotient par lediyiseur, etchangeant les signes 
des produits, on trouve — a^-j-c^b-, le terme — ^ a* 
detruit le premier terme du diyidende, mais'il reste le 
terme a* b , qui ne se trouyait pas d'abord dans le diyi- 
dende. Puisqu*il contient la lettre a, on peut le diyiser 
par le premier terme du diyiseur , et on obtient -f- a 6. 
IMLultipIiant ce quotient par le diyiseur^ et changeant les 
•ignes des produits, il yient — a*6 + a6*; le terme 
•— a*fr detruit lepr^c^dent , mais il resteJe terme + a 6% 
qui n'etait pas non plus dans le diyidende. Qu on le diyise 
par a, on aura pour quotient -f- b^; multipliant ce quo- 
tient partiel par le diyiseur , Oa aura^ en changeant les 
s^SneSji — ai>*-f-^, le premiertena«---a6* d4truirale 
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precedent , et le second + ^ detruira le dernier terme 

— b^ qui restait du dividende. 

Pourbien comprendre le mecanisme de la division, 
il sulfit de Jeter les yeux sur la multiplication du quotient 
a* •+• ab -^-b'^ par le diviseura — b , place a cote de la 
division precedente ; on verra que tons les termes repro- 
duits dans les divisions partielles sont ceux qui se de- 
truisent d^s le resultat de la multiplication. 

45. II arrive quelquefois que la quantite par rapport 
^laquelle on ordonne, se trouve a la meme puissance 
dans plusieurs termes , soit du dividende , soit du divi- 
»eur. Dans ce cas , il faut ranger dans une meme colonne , 
ou bien ecrire immediatement a la suite les ims des 
autres , ces termes , en observant de les, ordonner entre 
cux par rapport a une autre lettre. 

Soit — a4i*+.6M— ii*c* -a«+2«*c»+6«+2Mc*+a»M 
JL diviser par a^^b^ — c*. 

En ordonnant la premiere de ces quantit^s par rap- 
port a la lettre a, on placera dans une m^me colonne le» 
termes — a* />* ct -f- 2 a* c*, dans une autre les termes 
•^ a* M ct — a^ c^ ; enfin dans une derniere colonne les 
trois termes 4- /?® , + sM c^ , -f />* c^; en les wdonnant 
parrapportalalettre6^commeonlevoitalapagesuivante. 

Le premier terme — a^ du dividende etant divise par 
le premier terme a* du diviseur , donne pour premier 
terme du quotient — o^; formant ensuite les produits d© 
ce quotient par tous les termes du diviseur^ changeant 
lessignes de ces produits pour les retrancher du divi- 
dende , en plapant dans une meme colonne les termes 
aiFectes de la meme puissance de a^ il vient^ apres la 
reduction des termes semblables, le 1*' reste ,'qu'on 
prendra pour second dividende partiel. 

Le premier terme — 2 a* 6* de ce nouveau dividend© 
etant divise par a*, donne pour le second terme du quo- 
tient , — 2 a" />" ; formant ensuite les produits de ce quo- 
tient 
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|entpar.toiisle»tehnesdudiviaeur, cbai}giSiu«neaaknes 
de ces prodmtapour lesretranchetdudiyidei4epandel 
• en plajant dans line meme colonqe les terifieflmflBBct6tda 
la meme puwsance de a , U vien^apr^lVr^uctioiides 
termed semblables.Ie u^feiite, qu oaprendra boor na 
troisiSmeAvideridejtertidl. , , , ; 

L operation te contiiiue de la mkne niaoWt^ .«nr W 
a^ teste et sur leV suiyans 5 . pn troiivera ehchr^ %rbig 
termes au quotiei)t...Le dernier etant multiplii par tdik 
les termes du diviseifr, donne de$ p'roduits gtii iPe- 
tranch^Vdii4*^ reste, le ditnii|ent en entier; fa diWsiou 
•e fait done exactement, et p;ar ctfnd^qtieaf U diyiseilr 
wt facteur du di^idende . . 
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. j(S:^'f)lS^udllSte guelquefois la divisioii eii'decompd» 
^iax]ri^\^uiie'ig[tiantite dans ses focteurs. Silon ayaif , 

par e»4i«J* ^ 8 a« ^ 4 o^** + 4 flS + a c»— A* +.1. a 

dbiaer pitf a n* — A* + t, ce diviseur formant Iqs 
xtroiff demierB temiies' da dEiyidetide , il suffirait de 

chercher 8*il est facteur des trois premiers; mals 
«^enx^ obt visiblement pour facteur commun 4^^^ car 

arf— 4a»fc*+4a»~4a»(ac5 — 6*+i). Par cette 
>cbtervmtbn , le diyidende d'eviendrait 

4a»(3(? — A*+i) 4-.fla*— fc*+i, 
(W . (afl»--6»+ i)(4a»4- i): 
la diykiofi s'effectuerait done sur-l&rchamp , en suppr^- 

mant le facteur a a' — /^ -f: .^ ^g^ ^^ diviseur , et le 

quotient Serai't^ a?, -j- I. 

L*haMtnde du calcul ^gebnquesuggfereunefoulede 

retn^quieS de ce genre , pax lesqnelles <Ib abrege let 

operations. 
En 8'exer9ant beaucoup, on pandent tts^ment^a fe- 

connaitre les d^composflfont .en fecteurs ; <5n les rend 

iouyent tr^s-^yidentes , ^iors^'au lieu d'efPectuer les 

multiplications qui se prese^tent^ pn ne fait que les in- 

diquer. ; ',"". — "/ * 

Des fract\6ns algibriques. 

47. Lorsqu'on.appli^tt W prbcMe-de la division al- 
gibrique k des quantitis dont f*une n*est pas facteur de 
Tautre, on connaitJ!impofisihilitft He, Heffectuer, parce 
qu'on parvient, dans'la suite desjO{]r6rationSy i unreste 
dont le premier terme n^ peujt etre ^yis^ par celui du 
diviseur. En voici un exemple ; ^* • . • . 



I •'teste 



reste — at^^-f-o* 
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Le premier terme — ab^ du second reste^ ne peut sd 
diviser par d^y premier terme du diyiseur; ainsi ladi-' 
vision s'arrdte a ce point. On pouirait, comme eh 
arithmetique ^ joindre au quotient a+ b ^ la fraction 

— al^ + b^ . ., 

' .-a i\« — >ayant pour numerateur le reste, etpoiir 

denominateur le diyiseur \ et le cpiotient aerait 

On yoit aisement qiie^Ia division doit s'arrSter quand 
on parvient a tin r^sti dont le premier terme ne contient 
la lettre par rapport a laquelle on a ordonn^ ^ qif*d una 
puissance inferieure a celle ae la meme lettre dims Im 
premier terme du diviseur. 

48. Lorsque la division algebrique de deux quantites 
ne peut s'effectuer, l^expression du quotient reste indi- 
Qii^e sous une fomle firactionnaif e , en prenant le diyi- 
dende pour le numerateur et le diyiseur pour le denomi- 
nateuf ; et pour Tamper au plus grand^egr^ de sim- 
plicity possible, il faiit chercher si le diyidende etle diyi^ 
seur n*ont pas des facteurs communs ^ pour les suppri- 
ioier (S8). Mais quand il s'agit de polynomes /les fac- 
teurs commUns ne se decouyrentpas ayec la m§me faci- 
lity que dans les mpnomes ; on ne les trouye en g^n^ral 
qu'en cherc^ant , par Une mettibde analogue a celle qu on 
adonn^e enarithm^quei{iour lesnombres^ le phis grand 
commun diviseur des deux quantites propos^es. 

On ne saurait assigner les grandeurs relatiyes des ex- 
pressions algebriques , tant qu'on ne donne point des 
valeurs aux lettres qu'elles-renfenhent ; la d^nominatioB 
de plus ffr€uid commun diviseur jWpfliqjiiieiuiiequaxk-^ 
tit^^ ne doit done pas 6tre prise tout-a-fait dans It m toe 
.sens qu'en arithmetique. 

En Algebre,ilfautentendre.parlep/i<f AfTdfiti diviseur 

E a 



68 i L £ M E N ^ 

commun de deux expresuons , celui de letes diviseurf 
commims qui renferme le plus de facteurs^lans tous ses 
termeSy ou qui e«t du degre le plus eleve ( 37). Sa de- 
termination repose^ coimifteen arithmetiqae > sur oe 
prinape : Tout dwiseur commun a deux quantites^ doit 
disdserte teste de leur £vision. 

La d^mohatrafioii qu'on en a donnee dans le n^ 61 
de rArithm^tique , deyient plus claire lorsqu*on y em- 
ploie lessjrpiboles algebrigues. En efFet, si Ton repre- 
•ente pariDle commun diyiseur, les deux quantites pro- 
poshes pourront etre exprime^s par les produits j4D et 
£D, formes du diyiseur commun etdu facteurpar le-r 
quel il est multipli^ dans ct^acuiiede* ces quantites. Cela 
-pos6, si Q designe le quotient entier, et Ble reste que 
doime la division de AD par BD^ on aura 

AD = BD X Q+R iJrith, 61) ; 
diyi3^tenauite par Z>les djeux miembres de cette equa- 
tion , on obtiendra 

elf pui^quele premier mertibre, qui dans ce ca^doit etre 
compose des memes tevmes que le second, est entier ^ il 

J? 

laudra que yr se rWuise a une expression sans diviseuf, 

c*e»t-a-^e que R S(4t divisible par D. 

D'apfes ce pdncipe , on commencer a yComme en arith- 
metiqtie, par cherchersi Fune des quantites n' est pas 
elle-mSm£ dwiseur de P autre; si la division nese fait 
pas exactement, on divhera le premier diviseur par le 
reste, et tdnsi de suite , et celui dies restes qui divisera 
exactement le precedent , sera le plus grand diviseur 
commun des deux quantites proposees : or il sera ne- 
^easaire d'apporter dans les divisions indiqu^es ,. des atr- 
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fteotitMie qui" tiennent a la nature des qudtitit^ dg^ 
hhqnefl. 

On ne doitd'abori chcrcher lediviseur commiin da' 
jdeux txpressions algebiiqaes', qne lorsqu'elles out de% 
lettres communes; 11 faut en choisir une , par rappott a 
laquelte on ordonnera les expressions proposees , et on 
prendrapour dividlende oelle ou cette lettre aura le plus 
haut exposant : Tautre sera le diyiseur. 

Solent les deux quantit^s 

. qui sont deja ordonnees par rapport i la lettre a; on 
prendra la premiere pour dividende , et la seconde pout 
diviseur. II se presente^des le commencement deTopie- 
ration^ ime diiliculte qa*on ne rencontre point dans tes 
nombres , c*est que le premier terme du diviseur ne peut 
diviser exactement celui du dividende , a cause des fac- 
teurs4 et b de Tun qui ne sont pas dans I'autre. Mais 
le facteur b itant commun a tons les termes du diviseur^ 
et ne Tetant" pas a ceux du dividende , peiitetre sup- 
prime sans que le commun diviseur desr deu^ quan- 
titis proposees smt change.; car ]a<qiiantiibe' prtoposee 
4fl»/)— 5a6»+63etant^galea(4.a»— 5a6-f*6^)6, 
et b ne faisant point partie du diyiseur commun , pui»w- 
qu il ne divise pas la premiere quandte, il s'eoaiut qao 
le diviseur, s'il existe » ne peut etre qu'un deafactttorm' 
de la quantite 4 a^'^S ab^b^, et que par consequent 
la question est ramen^e a chercb^r le plus g^aad'Commua 
diviseur des deux quantitea 

4a«_5fl6+6«. 

Par la m4me raison qu'on apn siipprimer dans Tune 
des quantity proposees, le facteur b qm n'entrait pas 
d<|ns Vautre ^ on peut aussi yitrodilire dans celle-ci ua 

E3 
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nouveaii {acteur , pounru qa*il ne soit point facteur d« 
la premiere. Par cette operation ^ le plus grand commun 
divis^ur de ces quantites^ qui n'est forme que des facteurt 
cqmmuns a toutes deux, ne sera point alter^. Je p^ofi-i 
terai de cette remarque pour multiplier la quantity 
5(f -— 3a'6 -I- a b^ — b^ par 4, qui n'est point facteur 
de la quantity 4 ^* — Sab + b^, afin de rendre possible 
la division du premier terme de Tune par le premier 
terme de Tautre. 

J*aurai de cette maniere pgur dividende la quanftte 
^ ' laa* — i2a*/>+4afc* — Ab^, 
pour diviseu^ la quantite 

4a»_5afc4,6^^ 

et le quotient partiel sera 3 a. 

Multipliantlediviseurpar ce quotient, et retranchant 
le prodttitdu diyidende ; H viendra pour reste 

3a*^ + a6»— 46% 
quantite qui, d'apr^s le priucipe pose ^u commencefnent 
de cet article, doit encore ayoir avec 4 a*— 5a6 -4- 6*, 
le meme plus grand diviseur cdmmun que \a^ premiere. 

Profitant dtfr remarques faites plus haut , je supprime- 
le facteur t, commun a- tons les termes du reste ci-des- 
8Ui , et je le multipliepia- 4> 9&a de rendre possible la 
drmonde son premier terme par celui du diviseur. J'ai 
atocs pour dividende- la quaatit^ 

iaa*4^4d6— 166% 
et pout divisfeur la quantite 

.^a»—5a6 + />*•, 
le quotient partiel est 3. 

BJultipliant le diviseur par le quotient, jet retr^cj^i^t 
le p.roduit du dividende , on a pour reste 



•eii ccfmmim eatre (:^V.g9^tit^^tr^.n.^, .-.u^lsi;::; :.-..: 

n etant plus dans le reste^^e^iW'^fiit&i^-ia^^V^^t^ 
qu'elle est au second dans le divise«r/)c*Mf)Ci^iGit;qiAl 
faut prendir«.pQur4ild<^de; ekt»njdi^1sf<a^4 

Avant de commencercette nouyeBe mvision^ ]ejBsif^r 
pckne du diyiseur. ig c^r^-^JjJif^.lo^^ijBur 19 fr, com^ 
mun^'tpu^^e^jterm^s^ et qui n*e8t point facteurdttdivie^ 
dende ; j * ai done pQuirj^dende la q uarilSte, 

etfO^ifoiMCir J .-. • bxcliio •*■-.; '> rs 

La diviSBS:6n 8*op8re ieMCteilierit*, aiaa, a --r pestle plib/. 
gfiid dmseurcotoinfiih demarid|/ ; '* .' V /' ' 

^fei reihontaiit d^igWA^siJl^^^ 
prenri^'e^/on projjvi^iit .aussl a^ pU^risrht^tp^p- h:: 

proposeesVet qu'elle ddit Itre la plus compo^.^c^IIf^-^ 
qui peuvent le fairpvEt en^divisant,pa^ a r-b ks deux 

/ quan^espfopbsees/ ' ' ^ - v. ^ -,- j u 

on les decompose aiofi^qu'ij; suit r^^ .,,.^ ^f ., . . -^ i, ^ . ^ 

Si on a suiyi avec attention les detaiU^^.betOBxen^jfo/ 
3I sera facile d^ s'exerqer sur d*autres : on trouyera s;^ 
pIKrqueles quaritite^ ; 

Ai;^,p{|pr plus pr«9d coi?imiUi diyi««ar ladfitimtite 

E4 
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Iknt plusieun^ tennes oh la lettre par t^ppprtk laqueB^ 
on a ordonne w firoi|V« an ineme d^^^^ 3 7 a nne at* 
tOQtioA,^ afoir; a«ai ]«|tte%rQpenttia&, n^ s^uraat &• - 
twiiinar. Ibi ^jp. iin.fxeBlf)k« ' 

^ ^^ W^W^ Voj^ration ci>n|ine ponr ^ne divi^on ordi^r 



en divjfant d*abord a^ ^ pffr a& , pn troiiir% 9Mr^:|[6a^^ 
tient a ; multipliant le divueur i^s^ ce qaotient, et rer 
trauchant Ie9 grodui(^ dii dividende^ 1^ re0;e Cf»^9tic^rgr 
jin'nouveau terme> ou a. 3er^*^|i second degre^ Bavoir^j 
a*c provenant du produitde — a c par a. Loj^^rajuia" 
ia*aura fait de cette mani^r^ aucnii {jrogjT^a • car en pre^^, 
nantle reitefl*c + flc*--a<^— ^j^urdiyidfehde, ei\ 
i» inaltipBant ^ ft , pour ^endre ppssii>i0 la dlyiaon par 
a£> on aura "* 



d^bc + abt^'T^Qh^wri^^ 



^(1* i c -^j (t^ -*.^ c d* ; .^ . >aj« 



aft — ac+^ft 



«t le tttl9xe"'«^a«£ r^^i-oduna pncort m tenat ^ &, ot 
aMraaii i^^4eg:fe« "^ ' 

Pon^ evitcj? €68 Inconvenicns, il faut ohscry^qay.ln,, 
4ivisenr a^«*- ac -f rf* sssp (irr-c) + «?, eiv r&jiriiasant * 
ies tennes ah'^ac en pn s/julVetfaisant, pour abreger 
les calcul» ,4 — c 2=;m , on aura ponr diviseur am+t^. 
Haift alojrs il faudra mnltip&er font le dividende ^ 
€^b + iac^'^d? par Je factenr m , afin d'aYOtr iAf SBtur 
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^eatt.dmdtqdedotitk preiiueF termesditdmnblepar 
Ij^^quaatite a m\ foma^'t l6 pt^ndei^ teFthe da cBviseijir ; 



rvrv 
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CettefoiSy les^Jermes^flFe^te^ dp a^^oi^t^t^ di| divi- 
deiide , et il ti*y reke'pnis que les terir^es ^ff^ctes 4e la , 
pfemi^epuids^ndedeo. t^onrles faire dlsQaralti^^ on 
,d)Mdera d'abord le terme ac^ m ^ar a m, 6t if viendta - ' 
p^WT'c^dfient'^ ; rimllSpTiani le diviseurpi-KquolJent, . 
(Bt retrancbant les produits du dividende, on Aura le 
a* restdj^ pren^ot c« a* rcste pour in nouV^aii di^dlfende, 

/d^e|tf,itvie&d»a s r r * :' ^ '•- 

;J : i^wb'^^^'^'dm^ '.-'•'.- 

rt*wwiiikltipBera d^iidtoveau pai* m, «t in'awrtf ' 
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Xe resfe x>£p— ^c*>7i— rf/n^ de cctte d^^^^r^diidsifin r. 
He coDtenant plus a, il s'ensnit que s'il exist€| entre les 
dtfiPc'^U^titis ppo^^esf' uh: eommiiiL divisetir; il est- 
indifplAidBnt de lateltfre tt; •' ' - ^ - 

Pa^enua ceppip^. QjiXK^ peu^plus cqziti^iifi^^^^i^** * 
gion p.^r r^ppQrt 4.1a Jettr^ a ; n^ai^ on obsery§PfefPft/iil„ 
existe im compipn aiv|aeur ipdependant 4je, a entre les 
quantites 6rf*"— c*j7i — rf/ii* ef am-f-^*, ilfaut quil 
4ivi§^/#%teeiaaent4e0{dinK>^ ^mM^dn^^eik^^- 
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car en giBiiraI> li wst^ quaAtifte^Qt otdoim^ par'Ha^pttit * 
aox puissance <de la lettre a, 'tout diiaaeur de oe^te 
qaaatite> independant de a, doit diviser aepar^nentl^ 
quaatitee. <J^i mvltiplient lea diyenos puissances de cette 
lettr^. 

Pour s'en conTtinere^' il suIQl de EdJta ''attention que ^ 
dans CO cas, cha^iuie deft qiiantkes prdposees dfoit etre 
le produit d'une quantite d^endante de a, et du divi-« 
eenrcomnaun qiii n*en depend point. Qr^siXo^ % en 
g^niral Texpression. , . . ,1 . - 

dagoQ laqtielle les fettres Ay ByC^ D, E, designent dee - 
qc^antites quelconques bdependantes de a, et qa!on h • 
miiltiplie p£g:' une qoai^titQ M aussi ind^pepdjMil«i49 4^» 
le produit , , • r- » 

on]bnn6 pait rapport ia, contiendra encore les^ m^ttf "" 
pnissances de a qu'auparavant ; mais le coefficient' de ' 
chacune de ces puissances seFf xin multiple de M, 

Cela pqse r *i X^9 remet pour m la quantity, , (iEr«-*»«> 
que cette tettre reprei^.ente , oa ^ura lea quantitee 
...,iM** — c»(6— c) — rf(6-rc)\ 

•r fl est visible que b-^ctt €^n*oQt ancun facteuf com-^ 
mun; dp^nc les deux q[uantites jj^ropos^es n*i0^t point difi 

diVlseurconxmun, * 

', •« "^ »j ^ 

$i Ton navait gu reoonnf^e^ 4 U s^uki jboi^ectioji; j 
qu*il n'existait pas de diviseur cppi^u^ entxfi b^r^^M e^^, . 
il aurait fallu chercher leur plus grand commun div^ 
seur y en lei^ o^nhant par ^ppon i uhe meme lettre . 
et s'asBorer ensuite s*il pouvait divlser aussi la qaantite 

.$Q* AuMntdawnkettreilc^^diropdralBoaidio^u.^ 
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rYh le plus grand commtin diviseur, independant de la 
If ttre par rappdtti laqaelle on a ordonne les d«ux quan- 
tite^y il est plus commode de le chercher d'aboid^parce 
que le plus souvent les restes de chaque operation par- 
tielle se com|Aquent i mesure qu'on ayance^ et le calcul 
devient de plus en plus p^oible. 

Solent , par exempt/^ hs quantites 

apres les avoir ordonnees par rapport a la lettre a, c^ 
qiii^onnera 

. (/>— c)a* + (6*— 6c)a4-63 — 6*c, 
j 'observe d*abord, que si elles ont un diviseur commun 
qui spit independant de a^ il faut qu*il diyise enparticu-^ 
li^r phacune des quantites qui multiplient les diverses 
puissances de a (49) , ainsi que les quantites M c* *— 6* c* 
ict 6' — />* c , qui ne renfermentpoint cette lettre. 

La question est done ramenee a trouver les communt ' 
diviseursdes deux quantites 6* — c^ et 6 — c, eta verifier 
ensuite si , parmi ces diyiseurs^^ il s*en trouye qui puissent 
diviser en meme temps 

b^^bc" ^t fi^'^bc, . Mc*-^feM et b^—b^c. 
E4 divisant b^ — 0* par t-*^ , 00 trouye un quotient 
e^ct 6 -|- c ; 6t-c lest'donc diviseur commun des quan- 
tites 6*— c* et 6—0, qui visiblement n'en peuyent avoir 
d'autres, puisque la quantity 6— >-c n'est divisible que 
, par elle-meme et par Tunite. II faut done s'assurer si 
br^c divise les autres quantites rapportees ci-dessus , 
ou ^ien s'i] divise en m^me temps les deux quantites pro* 
posees ; c*est ce qui arrive en eiFet^ et il yient 

(64-c)a4+(6*4-6c)a3+63c*+>rf;, 
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Pour amencr ces desci^res «xpre8Atoitft an plus grand 
degre de sixQj^cite possible » il convielit d'essayer si )a 
premiere n*est pas divisible par i-f'c; cette ditisloa 
ctant effectuee^ rejwsit, et Ion n a plit« qn a cbercher 1# 
commun'diviseur de cesquantiteftfort'sbnpIcSj 

En operant sur celles-ci, comme le prescritia regie, on 
parvient, apres la seconde division, a un reste contenant 
la lettre a a Ia premiere puissance seulement , etqomme 
ce reste n'est pas le commim diyiseur , on en conclutqvte 
la lettre a ne fait point partie du conmiim divisepr cher-r 
che, qui n'est compost par cojis^quent que du seid fac- 
fenrb — c. • 

Si, outre ce commim diviseur, on' en eftt ttoutS 
uo autre dans lequel fut entree laquantitea, il aiirait 
faihi multiplier ces deux diviseurs Tun par I'autre pour 
obtenirle plus grand commim diviseur cherche. 

Ces remarques sufSront, d^s qu'om aura acquis un peu 
d^hahitude dans rand3^e, popr tTOuiner arec faciUte le 
plus grand diviseuc ppmmun. 

5i . Les quatre opdrtiiionsfandamentales, c'cst-a-dire, 
Taddition , la soustraction , la multiplication et la divi^ 
^iou., s^effebtuent surlesfraction»alg^briques comme sur 
I99 irsctionsaritfametiqBes , en- •biieryant seulement d^- 
suivre dans; les operations pftM^tei {xar lea rigtes de 
rarithmetiqiie, les proeed^s indiq|ies> ei-desdus a Fegar4 
desquantitBsal^rique^. Jeme borneraidoncarappe- 
l^r ici.ccs re^a, en donnant im exemple de rapplicar- 
tioB de chacune ; je commenoerai ^ comme^ j'ai fait en 
arithmetique, par. la multiplication et la diyision den 
fractions, paTceiqu)eJleft n exigent aiiciine transfornva 
tidn preparatojre. 
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i*. Pour la multiplication, on a 

?Xc = yC^rifAm. 53). 



;X^=rt(>^ruA/^.70). 



a*. Pofir la division , 

i 



T a diviaer par ^, donae r^^^ t X - (Arithm. S4 > 70). 
"T a ^firiacr^ar ^ , (Jonne z X - =r- ( Ariihm: j3). 

CL C 

3*. Lesf Factions t , ^, etantVeduites au m^me deno- 

tninateur^ deviennent respectivement 
.ad ^c , - . - 

Les fractions 

a c e g 
b' 3' 7* h' 
par la meme reduction , d^yiennent respecftiyeTient 
adfh cbfh ebdh gbdf 
bJfh' bdfh' Tdf%' b'dfh' 

52. J'ai donne dsms le nnm^ro 79 de^ rAzithm^tique « 

iin precede pour paryenir dans certains cas k 1411 deno- 

* minateur plus simple que ©elui qui resulte de la regie g^- 

n^rale ; les symboles algebriques en facilitent beaucoup 

TapplicatiOD. ainsi qu'on va le voir, 

// 

Par exemple , si Ton a les deux fractions -r-, 7-7, il 

■^ . - DC DJ 

est facile de voir que les deux dinominateurs seraientles 
memes, si/6tait facteur du premier, et c facteur du 
second : on multipliera done les deux termes d^ la pre- 
mise fraction par/, %t lesd«ux termes dela second* 
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par Cy ce qui donnera les fra^ons r-*^ et r— > > pliis 

, abf bed 

simples que jrr^f et -rr — >, qu on aurait en suivant 

la regie gin^rale. 

£n general y on rassemble en un seul produit, pour 
en composer ledenominateur commun, tous lesfacteurs 
differens que contiennent les d^notninateiirs desfiao^ 
tions proposees; et il ne reste phis qu'd multiplier le mi" 
merateurde chaque fraction par les facteurs de ce pro^ 
duit qui manquent dans le denominateut de la fraction. 

Ayant, par exemple^ les fractions tj— , t->, — , j« 

J & 

forme le produit fc* c/g; je multiplie le num^rateiir de 

la premiere fraction i^satfg, celui de la seconde par 

beg J celui de la troisieme par b^f, et j'obtiens 

afg bcd g b*ef 

b-efg' bUfg' b^cfe' 

53. La somme des fractions 

a b c 

3' d' 2' 

qui ont le mime denominateur , ou 

La difference des fractions 

a ^ b 

d '' 2' 

qi(i ont le mome denommateur, ou 
a b a — b 

T"d-'~T' 
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L'entier a }obt i la faction -^ ou Yexptettion 

t>e laedle rexpvession , 

X b ac h ac-'^b 

Retlproqiietrient 

,, * . ' ac + ft oc , i ' i 

„ . ac — i,ac i .^ 

.,, c c c c 

H Les termes des fractions pr^cedentes etaieot monomes; 
mais si on avaif des fractions, dont les termes Fussent des 
polj^io^e^s, ili^y §urait qua elTectuer* par les regies 
donn^es pour les quantites complexes^ les operations in- 
, diqu^es sur les monomes : c'est ainsi que Ton a 

c+d^c—d^ (c+d)(c— «f) 
Le quotient de la fraction . 



—^iweepar--^, 

c— ^ _ (g*4-&') (c- 
a— A (c + <^) («— 



■ T^fJ^S^ir^— (c + rf) (a— i) 



.ac+ad — Ac— irf 
ct aindi ddsautres operations. 

54* Lorsqu'cnposs^de bien tout cequi pr^cide^ on 
j^ut reisouidre una Equation 4u premier degr6 , quelque 
cpm{4iqu4e cp*eUe soit 
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Si Yon ayait, par exemple^ Tequation 

<:a+b)ix^c) ^ ac .\ 

a — b ^"^ 5a + b' 

on commencerait par f;^e dispaf^tre les denomina-< 
teurs , en indiquaint seutement les operations; Uyieitdtait 
alors 

==aa;(a— i) (^a-f-i) — ac ,(a — &); 
puis eifect^ant les xxiultiplzcations>^ an ^ouverdit 
3 a* ac-f-4'tf*^ •f'*^^-^5a»c— 4«ic-^i*c 
H-iaa^A— ^ai* — 4&»=: 

transposan£ dansun seul niembre tOQ3le8terme8affecte# 

de X, bri obtiendndt "^ 

— 3c* or-f;- 8 ctix +3 fc*a: 

= a a»c + 5 fl&c + i»c— u a«ft +8afc'* -f 4**#' 
d^ouTon conclurait enfin 

afl*c4-5a&cH-**c— iQi?»A^8<?i«+4A» 
^ = "■^^"'" -l5ii*+8aA+i*^ ' • 

Des questions A deux ihcortiiues ,. et des qutaUiUjf 
Tt^citiues. 

55. Dansle^quesfionsresolueaprtscedetement^oa n'i 
fait entrer qu't^pe aeule inconniie^ miObjen de Iaqaell« 
^ on a expnme , avec led quantites connives ^. tputes le^ 
condition^ de la questian.* II «st convent plus oomnDode 
pour qudlqiies-unes de t^s que^ions , d'einplb^er deuit 
inconnues ; mats alors 11 farut^'il y ait, explicitement 
ou implicitemei]^ , ^eux condttions pour former detfr 
equations^ sans quoi, on ne ponEDoit jd^tenMoer ea 
nrerae temps les d^ux inconmies.. 

La question du numero 3 , sur-to,ut eomme-eP? ?*( 
eaoaceedaas le sumcro 4> s&.pr4jB^^t^.^$V^^V^^^^ 

arecr 
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aved deux iiiconnues , savoir, Tun et Tautre des noflibre* 
oherches. En eifet y si Ton designe 

le plus petit par x^ 

le plus grand par y ^ 

leur somme par .a, 

leur difference par b^ 
On aura ^ parT^nQnc^ de la question^ 

y—xr=zb. 
Chaciine deces deux equations, consideree settle, n% 
pcut determiner absolument Tune des inconnues. Si de 
la seconde, par exemple^ on tire la yaleur de^, elle 
donnera 

yaleur qui senjible d*abdrd ne tieh apprendre sur cb 
qu on cherche , puisqu'elle contient la quantite x , qui 
n'est pas donnee*, mais si, a la place de I'inconnue y 
qu'elle represente , on la met dans la premiere equation , 
cette Equation fle renfermant plus alors que la seiile 
inconnue od^tn donnera la yaleur par les ptoc6des deja 
eiiSeignes. 

On aura en effet , par cette substitution | 

ott ax-f-* = fl5> 

Ott entin Jt= ■ ^ 

a 

ct mettant cette yaletn: de x dans celle de y, qui est 
6 ^- X , on obtiendra • 

y=^ + a;3:a4*- — *- — = — ' j 

on aiira done, pour les deux noriibres inconntis, les 
mimes expressions que dans le numero 3. 

11 est facile de yoir, en eifet ^ que la solution ci-des- 
lus ne differe point, quant au fond, de celle du n** 3^ 
Elemens d'AI^^br^. F 
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seulement j'ai pos^ et rjdolu la *seconde ^guatioif 
y-^xzzrzb, que je m*etais conteate denoncer en 
langa^ ordinaire dans le numero cite, et j'en avaia 
conclu , sans calcul algebriijae , cpie le plus grand 
uombre ^tait x + b, 

5S. Soit encore cette .qnestios : 

Vn ouvrier travaillant chez un particuUer pendant 
r 2 jours , et ay ant eu eu^ec lui, pendant les j premiers 
JQur^ safemme et s^nfiis , a repa 74/Wwicy; U a tru-^ 
i'ailie ensuite <h€z le meme patticutier 9 mUii^ jours , 
sur 5 desqueU it a eu avet ltd safemaie et si^nfils , ei U 
a regu pburce temps 5o francs. On demande comiien it 
gagnait par jour pour sa pnrt , et comhien gagnaient en-- 
s^mble dans le m4me temps , safenvne ^.sonJUs. 

' Sodt X le gain joumaBer du man , 
y celui de la f emme et du fib. 

Y52 jourd d'ouvrage du mari produiroat 12 x, 
7 de la femme et du ills vaudront y y ; 
on aura done, par la premiere circonstance du pro4 
bleme, 

iax-|-7J=74- 

.8 ioura d^uvrage du'mari produiront 8 x , 
5 j ours delafeiAme et du fils vaudront 5 y ; 

on aura dcmc, par la seconde circonstance du pro"* 

Memo , 

8 X + 5y = 5o. 

£n raisonnant ici de meiae (jue dan^ la question pr^ 
cedente , on prendra la yaleur de y dans la premiere 
equation, et on aura 

74 — lajc ^ 
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iHitmett9f« ^otte yA^m dans la fiecon^e > em UtmiltipluuiC 
i^ar 5, puisqu'U J SiBy , et il yiendra 

-. . . 7 . . 

i»(|U9tion (}ui ^e ren'ferme plus que la settle toconnue X* 

£a )« resolvfml:^ on aura sUccessivei^etit 

66 4^ 4- 370 -^ ^ jt =5: 3Se©^ 

37d-»*4^=35o; 

^as)9iant-><^ 4 06 A^m It s^eMd membi^^ c% Sfto^ d«9l 1% 

Connaissant :e qpi^dn vient de trouyet Igali § ^ fi 01^ 
met cette yaleur dans la Ibrmule 



^=2i;: 



lao; 



7 
ie second menibre deyid&dra towMd , ts^ 6fi ^v^ 

74— iaX5 .^4— «o 14 

7 7 7'^ 

L'hoixunegasiiaitdoije S (tsmc$ par jottr* ts^6^i» 
la fe^une et le fils A'eh gagp^ient que a. 

§5^. Le lectettf Mrk petit*6tlre reitiarqtii^ qU'^ri i-^sbl-. 
taht plus haut T^cJUatibiiStg — 4^ = 35o , bft 4 fait 
fitesfer 4^ dahsle sisc6nd Tro!nn&> On en a us^^liisipoui^ 
eluder une petite dilHculte qui aurait eu lieu sans cela^et 
dont yoicireclaircissicment^ ^^^^ 

En laissant4^.<3Um9 ^^ pTejoUer me]iib;;e^fpas$ttt 
370 dans ie second ^ oai auraii; ^ 

~4arB5E55(»— 5701 
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€t redoiiant le second membre sniyant la reg^e da n* 1 9^ 
il serait vena 

« 

Mais pnisqn on a eyit^ dans le numero precedent le 
signe — qui affecte la qnantite 4^> en passant cette 
quantite dans Tantre membre ; quepar^llement la qnan- 
tite 35o — 37o«st dercnue 370 — 35o en changeant de 
membre , et enfin qn'une qaantit6 en passant ainsi d'un 
aiembre dan^. un autre , change de signe (10); U est 
Evident qu on pent pai;venir aux memes resultats, en 
changeant immediatement le signe des quantites — 4 ^ 
m^ 35o — 370, be qui donnera 

4j; =— 350+370, 

ou 4^=370 — 35o, 

equation ^i est bien la meme cbose que 

570 — 35o=4^- 

On pent m^me n'operer le changement de signe que 
sur le dernier r^sultat 

— 4^=^'^20, 
et il vient al(»« , comme plus haul , 

4 a? =•20. i . • 

« II suit de li qu on pourra transposer indiffdremment 
dans un membre ^ou dans V autre, toutes les quantitds 
affecties de I'inconnue; on observ^ra^eulement de chan-^ 
ger en mSme temps les signes dans les deux membres du 
dernier risultat,. lorsque I'inconnue sera qffectee du 
signe — • 

"58^ Avant d'entreprendre , par le moyen deslettrei , 
fe resolution g^eraledu probl^me du numero 56, je vais 
examiner encore un cas particulier. Je suppose que kr 
premiers ipmme xas^ue par Ij^uYriei? 8oit46 fr.^ et la se^ 



/ 



conde So fr. , le» autres^ circonst^mces dem^rant d*aiW. 
leurs lea m^mes ) les equations de la <}uestioii seront 

8a? + 5^ = 3o. 
La premiere donne ' 

46—120: 

multipliaiit cette yakur par 5 pour mettre le resultat a la 
place de 5y dans la aeconde , on aura ^ - ! 

" 7 

faisant disparaitre les denominateurs*, on obtiendra 

5S X + aSo — 6oa:=2io, 

ou 56 a; — 6ox=aio— 23o, • 

ou — 4 j?= — ao; 

et chang^ant les signes des' dedx raembres , d^apres la 

remarque du numero p^cedent , on tf ouvdra enfin > 

Si rcttiiiubstitue dan» rexpressionde^ ala place de a?/ 
ha. valeur 5 , il viendra 7 

ct reduisant le numerateiir de la valeur d^j^^ on aura ; 

^ ^ ''7 '- '■ / ' 
' Maintenant, comment faut-3 interpreter le signe — qui' 
affeclB la quantite kolee 14? On coQ9oit2)ien ce. que 
c'est que Tassenciblage de deux quantites 9epar^es par W 
signe — , lorsque la quailtite a soustraire'est plus petite: 
que cellc. dont on* doit la retrancher ; mm de quoi peut— 
on retrancher une quantite qui nest jointe/a aucun^ 

F5 



imtrd ddli^ W membre^oil elte se troHT«? Pdup eeWtw 
cir ceft^ 6^>Me 4^ p^adoxe, )6 m^Uew^ bk^^^ ({119 
s'ofTre^ c*est de repicmter aux- equations memes qui ex-« 
priment les ^onditionA de I9 queetioii ; car tenant deplua 
pres a son ^nonce , on y lira mieux 1^ C<¥r90i^^|§^^q|i^ 
ont amene la d|{EcuIt4 presei^n^ 
Je reprends done reGfu^dn " 

je mets a la place ^e op m \3iew 5 , ct S toij^ 

Jja seule inspection de cette equation y fait reconnaitrei 
line ^ur#^, Eq effet, fl i>*0^ ^ p^witAe dS ff^ 
le nombre 4S en ^qutant quelipe cjbo^e «^ nombre 60^^ 
qui seul surpafese 4eja 4§.. - 

Je prends ausai la Sjscondfr eqiiialiozi 

$:^+ 5^ =£?:$€>, 

ft mettSBot 5 aaKen d^ :¥■ , )e tlbnve* 

Ineme absurdite que toat-a-FIkeure , puisquHl faudFai:^ 

chose au nombre 40. . ! , 

Or les quantites is^soon^o dans la premise equa-& 
tiouj Sx otk 4.0 dans hi seC^cmde., expriment cc qu^e 
gagne Touvrier par son seul travail ; les quajitites yy e% 
5y represente^t les gains ^tfribues a sa remme et a sba 
fils ; tandis que les nombr^s 46 et 3o designent la somme 
donnee pour le salaire con^mun 4e ces trois persomies \ 
on dQit.bie^ ?oij5 4 present en qiioi ponsiste F^b^uarite. 

B*^rds Yiaon^ , V-ouvrier gagntrait phis k lui: MiA 
qa'il Be le ^% aoM de sa fefnme et de mn flk; iFest 
done inqyosdiMtf d« cdn^^er r»genla«lribii^ a^^trarail 
de la femiiid et dft Sid comm^ aiigiaiealt&ii^ le. s^Jaff^ d^ 
eotoiivriar. 
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Mais si > au lieu ds prendre Targent ^ttribue a la 
femine et au fils o^nme nxk gsdn, onle regardait connne 
tine depense faite par eux a la charge de I'ou'vner , a}or» 
il faudrait retrancher cet argent de celui que rhomm© 
aurait gagne seul , et il n'y aurait plus de contradlctiou 
dans les equations , puisqu'eHes deviendraient \ 

60 — 7jr = 46,. 

40 — 5^^ = 30: 
on tirerait de Tune comma de Fautre , 

.et on conckrait de la que si Tourrier gagne 5 fr. pav 
jour ^ sa femme et son fils lui occasionnent une depensd 
de a fr. ce qu'on peut d^ailleurs verifier au:si. 

Pour 1 a jours de travail , il revient a Fouvrier 
5^- X la ou 6©f'; 
la depense de sa femme et de son fils ^ pendant 7 jours ^ 
est de 

ia^'-X/ ou 14^'", 
il lui reste done /fi(r. 

Pour fr jour? de trayaill, il revient a Touvrier 
S^' X 8 ou 40^' ;■ 
la depense de sa femme et de son fils , pendant 5 jour«, 
est de 

a^'* X 5 ou 10^- ; • 
n lui reste done 3b fr. 

II est bien clair a present qu e I'enonce du numero 
56 , il faut / pour que le probleme propose soit pos-*^ 
iible , avecles donn^es pricedentes^ substituer celui-<;i : 

Vn ouurier travaillantchez Un piarticulier pendant 1 a 
jours , c^ant eu avee lui, ks^j premvsrs jours ^ sa femme 
et son fils y qui lui occasionnaient une depense , a regu 
J^ francs; ila ttavailU, depuis , 8 autres jours , sur 
5 desquels ii avait avec lui sa femme et son fils , dont il 

F 4 
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devait encore acquitter la depense , etila repi 36 fr. 
On demande combien il gagnait par jour , et combieA 
depensaient , dans le mime temps , sa femme et son 
fits. 

En nommant x le gain loumalier die rouvrier , et y la 
depense de sa femme et de sonfils , pourle meme temps, 
les equations du probleme seront evidemment 

lax — 7^ — 46, 
8a:— 5^ = 3o, 

et etant resolues comme celles da num^ro 56 , ellet 
donn^Font 

59. Danstous les^cas, ou on trouvera pour la valeur 
de Vinconnue , un nombre affecte du signe — , on pourra 
rectifier Tenonce de la question d'une maniere analogue 
a la precedente , en examinant ayec soin quelle est la 
quantite qui , d*additive qu'elle etait dans le premier 
enonce , doit devenir soustractive dans le second ; mais 
r Algebre dispense de toute recherche a cet egard , lors- 
qu*on sait operer convenablement sur les expressions 
affectees du sig;ne •— ; car ces expressions etant deduites 
des equations * du probleme , doivent satisfaire a ce^ 
equations : c'est - a - dire , qu'en les soumettant aux 
operations indiquees dans T^quatipn , on doit trouver , 
pour le premier membre , une valeur egale a celle du 

(ecoad. Ainsi, Texpression r-^ — 2^ tiree des equations 

doit , conjointement , avec la valeur x =:= 5 , ddduite 
||es monies equatiqps , les verifier toutes deux. • 
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L9 substitution de la valeur de x donne d^abord 

II reste a faire la mbstitytipn de "^ ^ ala pUce de j^ ; 

et pour cela, 11 faut multiplier cette expression par 7 
et par 5 ^ en ayant egard au signe'-— dont elle est 
^ffeptee. . 

■» 
Si on y applique la regie des signes , donn^e dans le 

numero 4^ pour la division ^ on aura 

. puis y par la regie des signes relative a la multiplication/ ^ 
on obtiendra 

7X— 2 = — 14, 
5x — a= — 10, 
Les equations 

Go + 7 j^ =.46 . et 40 ^- 5^ 3t= 3o> 

devenant respectivement \ ^ 

60 — i4 = 4s et 40 — 10 = 3o , 

seront vehfiees y non pas en ajoutant les deux parties 
du premier meihbre , mais bien en retranchant laseconda 
de la premiere y comme on Fa fait plus haut^ d*apr^8 
la consideration de la forme de ces Equations. 

60. Jies donnees du probleme du numero 58 n'ont paa 
permis de le r^soudre dans le sens du premier enonc6 ^ . 
c*est;-a-dire paf addition , ou en regardant comme un 
g^n Targent attribue a la presence de la femme et du . 
Ills de I'ouvrier ', le second enonc6 ne conviendrait pai 
^vanta^e aux donnees du probleme du nuniero 56, 



90 iLl^MENS 

Si on vottljHl consid^ver daa^ ee cas^y eomm» ex[»i-* 
m^t line depense ^ ba eipatioa» 

laar — 7jf = 74, 
8lx — 5^ = 5o, 
^tt^on aiirait albrs , donneraient 

a; = 5. et y = ^ : 

■^ 7 

et la substitution de la yaleur de x cbangerait d*aboixl 
ces equations en 

4o — 5 y = 5o. ^ I 

L'absurdite de ces resulsata est precisemenf contraire 4 
celle des resultats du numero 5^ j puisqu*il s'agit ici de 
paryemr a dea^ rested plua graada. que la$ aen;d>reft 6o et 
4o , dont on retranche les quantites 7 y ^t 5y** 

Non-seulement h «igne -^-quiaffecte fexpression de 
y indique Tabsurdite ; mais encore il la redresse ; oar « 
suiyant la regie des signes , 

•7 * . . 

et — 7X— a = -+-i4 ^ 

— 5 X — a = + 10. 
Par ce qloyen , les equations 

6Q^yy^j4, 4o — 5^=-5o, 
devenant 

6oJ+ i4= 74, 4d + io= 5o, 
se veriiient par addition/et par consequent les quantites i 
— 7 J et — 5y, transfbnpees en + i4 , -f- lo , aulieu 
d^xprimer des d^penses a la charge de Touvrier , sont 
regard^es comme un veritable gain pour lui : on retombe 
dbnc encore dans ce cas sur le veritable inon^e de la 
^eition. 

^1. On apprend p^r les exemples precedens qu*z7 
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p&u$ 9^ trouv^r dan^ k^ inaneis des probt4mes du pre- 
mier degrd, certaine^ contradictions que PAlg^hre fait 
n^tm-'fffulinwUi cowtinUi}^.,mqis dovA 9lk.indique encore 
la rectificationferwendantsomtmctkies centames quam* 
Ut4s. qu'on avtut tegprdies, comme addiUm^yeu addi^ 
tives certaines quantip^s que I'on avail r^garddes comme 
^oustr^cfiye^ , on en doimaajt pout; le^ inconnmt de^.va-^ 
JffWA c^ed^es du:^iffie -^^ . 

Yoili. ee qu'il faut esfetiAre 1ovs^''^a dit Gommtine-« 
taept qae \ti>yekxite aff«cti§«» Ai ei^^-^, «l»qu'oQ ap-« 
pellt soMene n^ative^^ re^lV^nt^ dai|is nn sens opr 
poii a son io^ttcii^ la quesrfifm e4 tUes se rentontrent. 

II suit de. U qu'oQ peut regarder comme ne formant> 
k groprement parler , (pi*mte setile question ^.celles dont 
les enonces sAt lies entre eux de moniere que lea solur 
tlons qui s^tisfont a un des enonces ^ peuyent^ par un 
^pte cliangement de signa ,^ satisfaire; a TautrQ- 

G3* Puisipie lea. qoaatit^fr Bcgatives, teuJWent, iseue 
wa* ceirtaiii sem^ j ki* pvcM^iues ^ lenir donn^ot nais^ 
mocej il est k propos d^examiner de plus pr^s Tusage 
de ces qUantitis /et d'abord, de ^assurer de la mani^e 
dont il ceaiient d^eSectner lee oi^iiOiotts indlquees a 
Jens egard. 

On a ci-dessus fait usage des r^les des signes , trou-t 
T^es pricidemmentpour cbaeune de^operatians fonda- 
Boie^tftles j mais cesr^Jgles n'ont point efte demontr^es sur 
deft quantiteft Isoldes. Pourb soustraotMm, pa: exemple ^ 
on a snppod^ qli'il folhdt retrancher de a re^pressioft 
> — c , dUns laqueSie k quantity ndgatiTe—* c ^tait pr^ 
ced^e d*tme qaantite^ p06^& Ih A la ngu£nr , l^raisoniie-* 
jnent ne dependant point de la yaleur de b, conviendrait' 
fooote qiiaod on aiiraitir;=: o ^ ce qui viduifcait fexpre^^ 
lion. & — ok — c ; mais la theorie des qoantitisnego^ 
^X^i^filC iA^§^ Vme dee pli^ import au te» et d^ 
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plus epineuses de I'Algebre y il est apropos de TAppajrer 
sur des bases solides. 

Pour paryenir a de but ^ il faut remonter a rorigine 
des quantites negatives. » • 

La plus grande soustraction que ron puisse operer sur 
une quantite , c'est de la retrancber d'elle-meme ; et 
dans ce cas , db ^ zero pour reste. Ainsi ; a — a = o; 
Mais lorsque la quantite a retrancher surpasse celle dont 
il faut la retrancher , on est oblige de changer Foidre 
iadiqu^ y afin d*6ter la plus petite de la plus grande ; et 
le signe — dont on afFecte le reste ^sert a r^peler ce 
changement d*ordre. Lorsque de 3., par exemple y il faut 
. retrancher 5 , ou qu'on a la quantite 3 — 5 , la soustrac- 
tion n'etant pas possible , on y substitue celle de 3 6te de. 
5, et le reste a demeure affecte du signe r-> pour mar- 
quer qu'on a change Tordre desnombres 3 et 5 *, ce signe 
montre en meme temps que le nombre a est ce dont il 
« en fallait qiie la dernifere* des soustractions possibles "/ 
Mir le nombre 3 , n^it pu s'op^rer; ensorte que si' Ton 
e^t ajoute 2 a la premiere. des quantite^, on auirait euS 
-+• a — 5 , ou. zero. On'exprime done, au moy^n de« 
signes algebriques y Tidee qu'on doit attacher a laquan-* 
tite neg£itiye — a, en formant I'equation ia—- <j == o , 
ou en regardant les symboles a — ^ a , 6 — * 6 ^ etc, 
comipe equiv^eins a zero, '■ 

Cela pos6 , on conpoit que si Ton joint a la quantity 
quelconque a le symbble b ^^b qui n*est au fond que 
zero y on ne changera point la yoleur die cette quantite , 
et que par consequent rexpressi^n a ^^ b -^ b. a est 
qu'une autre mani^re d*ecrire la qudkitit^ a v ce qiii<est. 
tfailleurs evid^t , puisqu^ lestennes + 6 et — ^ se deJ- 
^uisent. 

Mais ayant , par ce changement de forme , fait entrer^ 
dans la composition de ale^ quantites -j- b et — 6 /on 
yoit que pour so^stiraire Fune qnelfcoh<pi^^ ces quan« 
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lit^B , il sofiit^e I'efFacer. Si c'est + b qaon veut sous- 
trairedea^ on re£Fac«ra^ etil restera a — b, ce qui 
s'accorde avec la convention etablie n** a; si c'est, au 
contraire , — 6 , ^on elFacera cette derniere quantity , 
et il restera a + 6 , comme on le conclurait du n* ao. 

A regard de la multiplication , on remarquera que le 
produit de a — a par -f- b , doit etre ab — a 6 , parce 
que le multiplicande etant egal a zero , le produit doit 
^ussi etre z^ro ; et le premier terme etant a b,le second 
doit necessairement ^tre --^ a b ,. pour detruire ce pre- 
mier. 

, On conclura de la que — a multiplie par <4- b doit 

donner — a b. 

, En multipliant a par'fr — 6 ; on aura encore ab^^ab , 

parce que le multiplicateur etant egal a zero ^ le produit 

iera a\issi egal a zero *, et il faudra par consequent que 

le second terme 9oit — - a 6 pour detruire le premier 

+ ab. 
Done + a multiplia par —.6 doit donner — a 6. 
Enfin si on multiplie — a par b — 6 , le premier terme 

du produit etant , d'apres ce qui precede , — ai, il faur 
"^ ^XSL. que le second terme soit -f- a i , puisque le produit 

^ doit etre nul en meme temps que le multiplicateur. 

, Done — a multiplie par — b doit donner -f- ^ ^• 
En rapprochant ces n^sultats^ on en deduit les m^mes 

vii^es que celles du numero 5i . 

I . Le signe d'un quotient , combing avec celui du divi- 

#eur ^ suivant les regies propres a la multiplication^ de-<* 
vant reproduire le signe du dividende , on conclura de 
ce qui vient d'etredit, que la r^gle des signes, donn^e 
a* 4^ , convient encore au cas actuel , et que par con- 
•equent les quantites monomes , lorsqu'etles sont iso-- 
Ijee^, se combinent , pat rappctrt a leurs signes^ de m4m^ 
qmkntsq^^^lki' faht partis dss pofyaQmess... 
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65* D*^Fe6 ces r^miarqtiee on pourra toujoon, Idfs^ 
qjEL on rencoatjvera ^s vakuis n^gatiyes , remoter aif 
Veritable ^tiopce de !a qaekios reaolue ^ en cberchaiit 
de quelle maniere cet Taieiirs aafii font aiix ^qaationft dn 
proU^e pmpo0i§ ; c'esi ee «pM I'excniple siiivatot , ^ 
se rapporte a 4es nombr^ dilfareBS d*efl|ieoe de c^tut 
de la question dtt n^ 5S^ coafirmera* 

64. Deux couriers , pour aUer a la rencontre Van di 
T autre i portent en mime temps de deux villes dbnt Id 
distance est domtie ; on sail comhien de kitometres 
chaque courier fait par heure , et on demande a duet 
point de la route ^wijiOija ies deux viUes, ces cb^fiers 
se rencontreront, 

Afin de r^tAte ^tis ^^detites Im drconstantes de la 
question ^ j*ai plaei ci-dedsous vine figure dans UK{ciel{« 
ks points indiqa^d pat* lei grandes httres A et B , t^pn^ 
iiB]it»nt leu liteux de dipatt des coutiets. 

I~ R F 

Texprimerai a l*ordinaire pardepetitesletti'^s I^don^ 
ft^es et Ies inconmies de la question. 

a la distance des points ^e depart A etB^ 
b le nombre de kiiom^ttes que parcourt dans ttti# 
heure le courier pani du point j4 , ^ 

c le nombre de Idlonietrea que pafbourt #flkti& la 
meme temps le coarier parti du point B* 
La lettre R itant plac^« au pc^ntda f ^nccmfra im diw 
Coorien> )e nonuatf ai x\e chemin jiR fait pat le premii^r^ 
y le cbeniin SR fait par la Mcond j^/ 
•tcoamia 

AR + JBRstJlS, • 

j'aurai T^quatian . 

Consid^rant ansuite qpip let chepiias x eity mat par-^ 



r 
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tdurvuB 4aBS k mdmetemps , en remarfiiera ^e le pre- 
miar cMirier , ijuifaHimaosibFeifrde kilometres «nii]i« 
beure <le tempft^ emploiera 4 porcovcr Tetpace a?, 

tin temps mar^e par r* 

De m§me h second cornier , ^m fsdt\m liombre e 
de kSom^tres en nne faelire ^ empknera k parcourir la 

chemin j^ un temps marqu^ paar^ ; oa auxa done 

i~c 
Let ^({nafioiif dela question lterMt)par<e(meqafBf 
X + J =2 a 

En faisant disparaitre le denomiaateur b de la ae- 
conde^ on aura 

c . 

mettant cette yaleur de a? daiw k piMniire &fi«tioit^ 
4:elle-ci dewadra 

et on en conclnsa 

by + cyz=zav d't)i ^ — J^- 

Remettant la yaleur de j^ dans celle de :i; ^ on ob-! 
^ tiendra 

^ <^u enfin 

c 



^=j^^(38). 
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- Puisqa*il ti'entrd aucnn signe — dans les yalenrs 64 
^ac et Ae y , il eat erident que quelques nombres qtt'on 
prenne poor les lettres Uy A , c, on trouyera toujourt 
pour X et pour y deux nombres affectes du signe -f- > 
et que par consequent la question proposee sera toujours 
resolue dans le sens precis de son enonce. £n effet^ on 
Co'n9oit facilement c{ue dans ions les cas ou deux cou^ 
riers yont en meme temps Tun yers Tautrfe , ils doiyent 
necessairement se rencontrer. 

65. Je suppose a present que les deux couriers aillent 
dans le n;eme sens , celui qui part du point A courant 
apr^s celui qui part du point B , et qui tend yers.un 
point C , place au-dela du point B par rapport au 
point ui. 

A B R C 

II est eyident que , dans cette hypothese , le courier 
parti du point A ne pent rencontrer le courier parti du 
point B , qu*autant qu'il ya plus yite que ce dernier ; 
et le point de rencontre R n'est plus entre A etB ^ mais 
au-deU de B , par rapport a ^. 

£n conseryant les m^mes donnees que ci-dessus , et 
en obseryant qu'alors 

AR-^BR = AB, 

on aura 

x—y=a. 

La seconde Equation 

b~c 

n'exprimant que T^galite des temps employes par les 
couriers a parcourir les espaces A RetB R,nt chirige 
point. 

Let 
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Les deux equations ci-dessus ^ etant resolues comme 
les precedentes ^ donnent 

h 



-1—y — a, by^ 



cy—ae: 



ac 



«t enfm 



y—b—c' 

b ac abc . 

'^—l^b::zz—c(,h^c)' 

ab 
b — c 



Iciles valeurs de x et de^ ne seront positives qp'au- 
tant qu'on prendra b plus grand que c , c*e8t-a-dir© 
qu*on suppo-sera que le courier parti du point A va plus 
vite que Fautre. 

Si Ton fait, par exemple, 

on a 

20 a Qo a 



no — 10 10 



: s a 



10a 10 a 
J- 20—10 10 
d'ou il r^sulte que le point de rencontre K est eloign^ 
du point A de deux fois A B. 

Si Ton suppose ensuite b plus petit que c ; qu'oa 
fasse , par exemple , 

fc = 10, c=: 20, 

on trouve- 

10a 10a 
a: = = =— a, 

\o — 20 — 10 

20 a 20 a 



^ 10—20 ^*-10 

JElemens d'Alg^bre. G 
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A B~ R C 

Ces valeurs etant afFectees du signe — fontToir quAF 
' la question ne peut plus etre resolue dans le sens de 
son enonce ; et en eiFet il est absurde de supposer que 
le courier parti dii point A , ne parcourant que 10 kilo- 
metres par heure, puisse jamais atteindre le courier parti 
du point B , qui fait ao kilometres par heure , et qui 
est en avant du premier. 

66. Cependantcesmemes valeurs resolvent la question 
dans un certain sens ; car en les substituant dans let 
equations 

x—y = a 

^—^ 
6~c' 

4)n a par les regtes des signes 

— a + ^ ^ = ^ 



ces deux equations sont satisfaites , puisqu*en effectuant 
les reductions qui se presentent , le premier membre de- 
yient egal au second ; et si Ton fait attention aux signe» 
des termes qui composent la premiere , on verra com- 
ment il faut modifier Tenonce de la question pour ea 
dter Tabsurdite. 

En effet , c'est le chemin a correspondant a a: et par- 
couru par le premier courier , qui est veritablement 
•oustrait du chemin 2 a , correspondant a ^ et parcouru 
par le second courier ; c*est done comme si on avait 
change y enx et x eny y et comme si on avait suppos6 
que le courier parti du point B allat apres Tautre. 

Ce changement dans Fenonce en produit un dans la 
direction du chemin des couriers ; ils ne tendent plut 
vers le point C , mais du cote oppose vers le point O , 
•omme le montre la figure ci-cotttre : 
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C R' A 


B 


R 


C 


.%t leur rencontre se fait 


en R'. 11 resulte de la 




BR! — 


AR'=^AB, 


► 




ce qui donne 








y- 


-x=a-. 






•n a toujours d'ailleurs 


\-\ 






on trouverait 








ab 

Xz=z 

c — 


loa 
b 20—10 


a 




ac 

y~c- 


90 a 


^a: 




b 20 — 10 





Vflleurs positives , qui resolvent la question dans le sent 
precis de son enonce* 

67. Cette question presente un cas dans lequel elle e»t 
tout-a-fait absurde. Ce cas a lieu lorsqu'on suppose que 
les deux couriers vont egalement vite ; il est visible que 
de quelque c6te qu'on les fasse marcher , lis ne peuveut 
jamais se rencontrer , puisqu'ils conservent entr'eux Tin- 
tervalle de leurs points de depart. Cette absurdite*, 
qu*aucune modification dans Tenonce ne peut faire dis- 
paraitre ^ se manifeste bien evidemment dans ks ^qiKe^ 
tions. . • 

On a alors ft = c , puisque les couriers allant Egale- 
ment vite , parcourent le m§me e5pace dans une heure ; 
Tequatioa 

?— r 

b—Q 

devient 

•t donne. jc = jr. 



r 
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Par-la Feqnaticm x — y r^ a se change eo 

X — ar = a , ou o = a, 

r^snltat bien absnrde , puiscp'il suppose nolle nne quan- 
tity a dont la grandeur est donnee, 

68. Cette absurdite se montre d'one maniere assez 
nngaliere dans les yaleors des incx)nniie8 
ah ac 

^—b^zTc' y—riTc'' 

lenr denominateur 6 — - c deyenant o lorsque i = c ^ on a 
* ab ac ' 

On n'apperjoit pas aisement ce que pent toe le 
quotient d'une division , qnand le diviseur est zero ; on 
voit seulement que si on prenait b tres-yoisin de c , let 
valeurs de x et de^ deyiendraient tres-grandes. Pour 
• en convaincre il n'y a qu'a prendre 

b = 6^'^', c = 5k-,8, 

6 a - 
on aura x = — = ooa 

5,8a 
~Q^a; 



o.a 



qu'on passe ensuite i 

b = 6 c = 5,9 , 

on aura 

6 a ty 
a?= — = boa, 

0,1 

'qu*on fasse encore 

b = 6, « = 5,99 

il viendra ' 



X>'A L G £ B R E. tt>X 

6 a ^ 

X = =000 flK> 

0,0 1 

y = -^^^- = 599a, 
•^ 0,01 ^^ ' 

tt on voit facilement que le diviseur diminuant a me- 
f ure qu'on rend plus petite la difference des nombre» 
A et c , on obtient des valeurs de plus en plus gramdes. 

Cependant , comme quelque petite que soit une quan-* 
tit6 , elle ne peut jamais etre prise pour zero , il s*en- 
suit que quelque peu differens qu*on supposat les 
nombres representes par les lettres 6 et c , et quelque 
grandes que fussent par consequent les valeurs de x et 
de y resultantes , jamais on n'atteindrait a celles qui 
repondent au cas ou ^ = c. 

Ces dernieres ne pduvant etre representees par aucun 
nombre , quelque grand qu'on le; suppose , sont dites i;^- 

Jinies; et toute expressipn de la forme — , dont le deno- 

minateur est zero , est regardee comme le sjnoibole do 
Vinfini. 

Cet exemple montre que Vinfini mathematique est un© 
idee negfatiye , puisqu'on n*y parvient que par Timpoft- 
sibilite d'assigner une quantite qui puisse resoudre la 
question. . 

On pourrait demander ici comment les valeurs 
ab ac 

satisfont aux equations proposees ; car c*estune propriete 
essentielledeTalgebre que les symboles des valeurs des in- 
connues, quels qu'ils soient, etant soumisaiix operations 
indiqu^es sur ces incoimues^ satisfassent aux equations* 
du probleme. 
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£n les substituant dans les equations 

qui repondent au cas ou ft= c , on a , par la premiere , 
ab ab 

o o 

ab^^ab , , 

ou ■ s=a ou CO — a6r=:aXo, 

' on enfin 

= 0, puisque aXo = o, 
La seconde equation donne ^ dans la meme circonv* 
. tance, 

ab ab 

ox"^~ox6' 

les deux membres de chaque equation devenantegaux, 
ces equations sont satisfaites. 

II reste encore a expliquer comment I a notion indi^ 

quee par Texpression — corrige I'absurdite du resultat 

trouve dans le n® 67. Pour cela, on divisera par x les deux 
membres de Fequation 

x—yr=ia\ 
on aura 

X X 

et comme Fequation 

^_^ 
l-l 

donne x ==y , la premiere deviendra 

«^ a « 

1 — 1==-- ou o:==^r 
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L'etTeur consists ici dans la quantite -,dontle second 

membresurpasse le premier , mais cette erreur deviendra 
de plus en phis petite , a mesure qu'on prendra pour x 
un plus grand nombre. C'est done avec raison que FAl- 
gebre donne pourx une expression qu*aucun nombre , 
quelque grand qu'il soit , ne saurait representer , mais 
qui, venant a la suite de celles qui represententdes nom- 
bres de plus en plus grands , indique dans quel sens oa 
pent atte'nuer de plus en plus Terreur de la supposition. 

69. Si les couriers pliant egaleraent vite , et dans le 
meme sens , partaientdu meme point,' leurjonction ne 
56 ferait plus a un point particulier , puisqu'elle aurait 
lieu dans toute I'etendue de leiir course : il est bon de 
voir comment cette circonst^nce est representee par les 
valeurs que prennent dans ce cas lesinconnues x ^ty. 

B 

A . C 

Le point Jl et le point B etant confondus ensemble j^ 
on a pour ce cas , a= o , et tou jours i = c ; il vient done 

o.ft o o.c o 

o o* ^ o o' 
Pour interpreter ces valeurs , qui indiquent une divi- 
sion dans laquelle le dividende et le diviseur sont nuls 
tousles deux, Je remonte aux equations » et je vois quft 
la premiere devient 

etlaseconde 

Cette derniere donnant a:=y, il en resulte 

X— j'= d ; 
dte a'exprinafi doac rien de plus que la premiere :, el& 

G4 
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montre seulement que les deux couriers seront tou- 
jours ensemble, puisque les distances x et j'partent toute* 
deux du point A , leur valeur restant d'ailleiirs absolu- 
xnent indeterminee. L' expression |- est done icile sym- 
bole d'une quantite indeterminee : je dis ici , car il y a 
des cas ou cela n*est pas ; mais alofs I'expression pro- 
poses n*a pas la meme origine que' la precedente. 

70. Pour en donner un exemple , soit 

b(^a—b) ' 

Cette quantite devient | dans sa forme actuelle , lorsqu'ott 
fait fl = & ; mais si on la reduit d*abord a sa plus simple 
expression, en supprimant le facteur a — b, commun au 
numerateur et audenominateur, on trouye ' 

fl (a + 3) 

ce qui donne 2 a quand a:=:b. 

II n'en est pas de meme des valeurs de x et de^ , trou- 
vees dans le n° precedent •, car elles ne sont pas suscep- 
tibles d'etre reduites aune plus simple expression. 

II suit de ce que je viens de dire, que lorsqn'on 
rencontre une expression qui devient |, il faut, avant 
de prononcer sur sa valeur , chercher si le numerateur 
et le denominateur n'ont pas quelque facteur com- 
mun qui , devenant nul , rende ces deux termes egaux 
a zero en meme temps ; et en le suppriihant , on ob- 
tiendra la vraie valeur de Texpression proposee. II y a 
cependant des cas qui pourraient echapper a cette rae- 
thode ; mais les bornes de cet ouvrage ne me permet^ 
tent que de faire remarquer lefait analytique. C'est en 
traitaat du calcul differeatiel qu on donne les procede^ 
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gineratucpour trouyer la yraie valeur des quantitei qm 
deyiennent | (*). 

7 1 . Ce qui precede fait voir bien clairement que les so^. 
lutiojts algebriques, ou satisfontxompldtementd I'enonc^ 
du probleme , quand il est possible, ou indiquent une 
jnodification a f aire dans I'enonce , lorsque les donnees 
presentent des contradictions qui peuvent itre levees ^ 
ou enfinfait connaitre une impossibility absolue , lors-^ 
qu'il n'y a aucun moyen de resoudre avec les memes 
donnees y une question analogue dans un certain sens a la 
proposee, 

72. II faut remarquer dans la solution des diiFerens 
cas de la question precedente , que le changement de 
eigne des inconnues x ety , repond a un changement 
dans la direction des chemins que ces inconnues repre-« 
fientent. Quand Tinconnuej^ etait comptee de B vers A , 
elle avait dans Tequation 

X'^y = a 
le signe + , et elle a pris le signe— pourle second cas^' 
lorsqu*on I'a portee du cote oppose, de B vers C,n°65 , 
puisqu'on a eu pour premiere equation 

x—y=a. 

En effectuant ce changement de signe dans la seconde 
Equation 

b—'c'. 
on trouverait 



(*) Voyez TraU4 du Calcul diffirentitl et du CalciU intigral, 
torn. J, ou Je Trait4 El4m€nUiir^ sur le m^me sujet. 
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resultat qui n*est pas celui qu'on a donne dans le n^ cite ; 
mais il faut observer que le chemin^ se compose par 
des multiples de Tespace c que parcourt en une heurc le 
courier parti du point ^, et cet espace etant dirigedans 
le meme sens que Tespace j^, doit etre suppose de meme 
eigne , et prendre par consequent le signe — lorsqu'on 
le donne ky. On aura par cette remarque 

X — y X Y 

D — c b c 

n suffit done d'un simple changement de signe ponr 
comprendre le second cas de la question dans le premier; 
et c*est ainsi que Talgebre donne a-la-fois la solution de 
plusieurs questions analogues. 

Le probleme du n° i5 en offre un exemple bien evi- 
dent. On a suppose dans cet article, que le pere devait 
an fils une somme d\ si on vent resoudre la question 
dans Fhypothese contraire , c'est-a-dire , en supposant 
que le fils doive a son pere la somme d , il suifira de 
changer le signe de d, dans la valeur de ar, et Ton aura 

hc — d ' 

enfin , si on les suppose quittes Tun envers Tautre , il 
faudra faire J=o, et il viendra 
_ be 

Rien n'est plus aise que 3e verifier ces deux solutions, 

en mettant de nouveau le probleme en- equation , pour 

chacun des cas qu'on vient d*enoncer. 

/ 
73. Ce n'est que pour conserver Tanalogie entre ie» 

problemes des n°' 5S et 64 , que j'ai employe deux in- 

connues dans le second. On pourrait resoudre Tun et 

Tautre avec une seule inconnue ; car , lorsqu'on dit que 

rouyrier a refu 74 francs pour la jours de son travail 
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et 7 de celui de sa femme et de son Els , il en resulte que 
si on nomme y le g^n de la femme et du fils , et que de 
74 francs on ote jy y il reste 74 — jy pour 12 journees 

derouvrier, d ouil suit qu'il gagne — — ^ par jour. 

Calculant de meme son gain pour la seconde circons- 

5o""" 5 V 
tance^ on trouvera qu'il gagne ^^-^ par jour. 

En egalant cesdeux quantites, on formeral' equation 

74— 7^_5o— Jy 
~"i"^ 8 • 

De m^me , dans la question du n** QJ^ , 



A R B 

ft 

Si X designe le chemin AR fait par le courier parti 
du point Ay BR = a — or, sera celui du ci)urier parti 
, du point B en allant vers u^ ;' ces deux cbemins etantfaits 
danS'le meme temps par les couriers qui parcourent res- 
pectiveraentles nombresi et cde kilometres par seconde, 
on aura 



d*oi^ 



cx = ab — bx , 
a b 



x- 



~b + c 



La difference entre les solutions que Ton vient de don- 
ner et celles des n°* 5G et S4 > ^^ consisfe qu*en ce que Ton 
a forme et resolu la premiere Equation par le secours dtt 
langage ordinaire , sans y employer Tecriture algebri- 
que ; et il est evident que plus on pousse loin Tiisage 
dupremier procede^ moins il reste a faire avec le second. 



^ 
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^^, On ajoute quelquefois au probleme du h* 15^ / 
une circonstance qui ne le rend pas plus difficile. 

A 5 C B 

On suppose que le courier parti du point B s'est mis en 
marcke un nombre d dheures avant celui qui part du 
point A. 

II est evident que cela revient a changer le point de 
depart du premier ; car s'il fait un nombre c de kilo- 
metres par heure , il parcourra un espace B Cz=icd en 
Jd'heures; et setrouveraau point C, lorsque Fautre 
courier partira du point A, en sorte que Tintervalle det 
lieux de depart sera 

AC=AB^BC — a'^cd. 
En ecrivant done a — c da la place de a dans Vequa- 
tion du n* precedent , on aura 

X a — cd — as 

I- — i — 

ab-^bcd 
^= h+c ■ 
Si les couriers allaient dans le m^me sens 

A ' B C R 

Finteryalle 'des lieux de depart serait 

AC=AB + BG=a + cd', 
le chemin parcpuru par le courier parti du point A se-* 
rait AR^ tandis que celui de I'autre courier serait 
' CR = AR — AC, 



on auroit done 




tfoA 


X X — a— cc2 
ah + hcd 
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75. Enonce de cette maniere^ le probleme presente ua 
cas ou I'interpretation de la valeur negative trouvee pour x, 
oiTre quelque dilficulte ; c'est lorsqu'en faisaat aller les 
couriers en sens contraire . on donne au nombre d une 
valeur telle que Fespace ^Crepresentepar cd, deyient 
p^us grand que a , qui represente A B. 
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Alors le courier parti du point B se trouve en C de Tautre 
c6te de ^ ^ au moment ou on fait partir celiii-ci, vers le 
point i? ; il y a done absurdite a supposer que les deux 
couriers puissent ainsi se rencontrer. 
Si Ton avait par exemple 
a = 4oo''«, b = la^, c= 8*^«, d=6o'', 
il en resulterait c d = 4^0^"^ , ainsi le point C serait i 
80*^" au-dela du point >^, par rapport au point B; maif 
on trouverait alors 

400.12—60.8.12 4^0.5 — 60.2.1a 

^~ 8+12 ~ 2+3 

1200 1440 240 .Q 

= g = g- = _ 48. 

Ainsi la rencontre des couriers aurait lieu dans un point 
R , place a 48*^ de Tautre c6te du point A , mais entre 
ji et C y quoiqu il semble que le courier parti de B , de- 
vant continuer son chemin au-dela du point C , ne pour- 
rait etre joint par Tautre courier, qu'apres avoir pass© 
ce point. 

Pour connaitre la question resolue dans ce cas, U faut 
substituer au lieu de x le nombre n^gatif — m ^ dan« 
r^quation qui devient 



no l^L^MENS 

ou en changeant le signe des deux membres , 
m cd — a-^fn 

T— ~c * 

Oh Yoit que le chemin parcouru par le courier parti 
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du point Best c d — a — m , ou ce qui reste de B C , 
quand qu en retranche ABetAR^ c'est-a-dire C R \ 
et que par consequent le courier etant parvenu au point 
C , a du revenir sur ses pas de C en i?. Ce retour qui 
parait d'abord singulier , vient de ce qu*on a suppose 
que les deux couriers allaient en sens contraire , con- 
dition qui n*aurait pas ete remplie , si celui qui est 
parti du point B y eut continue sa route au - dela du . 
point C, 

7S. Le probleme du a" 56 , ^tant generalise , s'enonce 
ainsi qu'il suit : 

Un ouvrier ay ant passd un nombre a de jours dans 
une maison , et ay ant eu avec lui safemme et son fils 
pendant un nombre b de jours , a regu une somme C , 
il a pass^ ensuite dans la mime maison un nombre d de 
jours ; il a eu cette fois avec lui sa femme et son Jils 
pendant un nombre e de jours , et ila regu une somm9 
{'y on demande ce qu'il gagnait par jour , et ce qua 
gagnaient sa femme et sonfils pendant le meme temps, 

Soient toujours x le prix de la iournee de rouvrier et 
y celui de sa femme et de son fils ; 
j>our un nombre a de jours , il aura a x , 
pour un nombre b de joursn sa femme et son fils auront by$ 
ainsi 

gour ua nombre d de purs ^ il aura d x^ 
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pour un nombre e de jours , sa femme et son fils auront 
ey^ ainsi 

voila les deux equations generales de la question. 
On tire de la premiere 

c — hy 

^— J— > 

niultipliant cette valeur par d , pour la substituer a la 
place de a; ^ dans la seconde equation ^ on aura 

ct par consequent 

En faisant disparaitre les denominateurs de cette equa- 
tion , on obtiendra 

cd — hdy-\-aey'=zaf, 
d*ou on conclura successivement 

aey — h dy = af — c d, 

af — cd 

^ ae — hd* 

Connaissant maintenant j^ ^ si on met sa valeur dan« 
gelle de x , cette derniere sera connue \ on aura 

, af — cd 
ae — bd 



a 
Pour simpliEei* cette expression , il f aut d*abord faire U 
IBultiplication indiquee sur les quantites 



.t ^-^. (5i) 



(;9 qui donne 
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a bf — bed 



ae~bd 

07=; 



puis reduire c au denominateur de la fraction qui Tac- 
compagne , et effectuer la soustraction de cette frac- 
tion (53) : il vient 

ace — bcd-^abf-^bcd 
ae^^b d 



> 



en en riduisant 

ae — bd ,^^ 
x= (*). 



(*) D ponrrait y avoir qnelqae difficulte surle sens de cette expres* 
sionjponrlapreTenir, ilfaut faire attention h la baire de division 
qni se trouve placee dans le corps de la ligne. Ainsi , dans Texpressioa 

SBzz-=-, A repr^sente le dividende, soit entier, soit fractionnaire , 

eiB le divisenr, dans Tune et I'antrehypothise. D'apr^ cette con- 

C 

Tcntion, I'cxpreMion T ;= -r^signiiie que m est ^gal an quotient de la 

4 

firaction-^/livisee par B, el Fexpression «= -^ indiqne ponr x le 



qaotIentd« ASrns4 par la fraction -^9 ^^^ on a, par rexpressioa 



C A B 

pz:-^lfi quotient de la fraction -^divis^e par la fraction -^. 



Ces remarqnes font sentir la n^cessite de plagsr let barres con* 
form^ment s^u r^oh^t qa'on ie propose d'Indiquer. 

En 
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£n effectinmt la diyisionpar a ( 5i ) ,-oix ttouyera 

ace — abf 

a*e-^abd * 
•t en soppnmaiit 1^ facteuir a j commun au mliniirateuir 
et au denominateur C 38 ) , on aura enfin ' 

' ' ■ ce-'-^hf 

ae-^bd' 
Les yaleurs 

ce — bf af'—cd 

ae — iflf ' ; y ae — bd 

s'appUquent de lamememaniereque celle&qu'onatrou^ 
vees ci'-dessus pour des equations litt^rales a une seule 
inconnue ; on y substitue au lieu des lettres les nombr«t 
particuliers a TeXemple qu'on a choisi. 

On obtiendra les resultats du n*' 56 , en faisant 

\ d::!:^ .8, .e=j5, , f:s:i5o9 . 
et ccux du n** 58, en faisant 

a= la, 4 = 7, c = 4S 

'd=: 8, e:^6, /=3o. 

77. Les valeurs de x et de y ne conyiennent pas 
seulement a la question propos6e , elles s'etendent a 
toutes celies qui conduisent a deux equations du pre-* 
mier degre a deux inconnues , car il est visible que 
ces equations soat nece&3airement comprises dans les 
formules, 

ax + byirzc 

dxf^'ey=^f 
pourtii qu'pn entende par les lettres a , b\det e, Yen" 
semble des quantit^s dotineeis qui nmltiplient respecti-' 
vement les inconnues x et y , et par les lettres c ety*,' 
^ensemble des termes tpiis connus , passes dans le te-- 
•ond membre. - ■ « 

Elemens d'Alg^bre. H 



De ta resolution d'un nombre quelconque d'^qttationsdu 
premier degrd renfermant un pareil nombre d'inconnues. 

78. Lorsqu'une question renferme autant de condi- 
tions distincted qo'elle contient d'ineonnues , cbacune 
de ces conditions fonmit nne Equation , dans laqtielle 
il arrive souvent queles inconnues sont melees entr'elles; 
comme on Ta vu deja sur des problemes a deux incon- 
sues \ mais si ces inconnues ne sont qu*au prenuer degre , 
on pent, ainsi qu'on Ta fait dans les num^ros precedens^ 
prendre dans I'une des ^nations la valeutde Vune des 
inconnues , comme si tout le reste etait connu , et sub- 
stituer cette *valeur dans toutes les autres equations , qui 
necontiendrontplus apres cela que les autres inconnues. 
Cette operation J par laquelTe on chasseime des incon- 
nues, se nomme elimination. Par son moyen^ si Ton a trois 
equations a trois inconnues , on en d^duira deux equa- 
tions a deux inconnues y qu'on traitera comme on a fait 
ci-dessus ; et ayant obtenu ks valeurs des deux demieres 
inconnues ^ on les substitmera dans re3q>ression de la 
premiere. ^ 

Si Ton a quatre equations 4)quati;e inconnues , on en 
deduira en premier lieu trois equations a trois. incon- 
nues , qu*on traitera comme il vient d'etre dit ; puis ajant 
trouv^ les valeurs des trois inconnues, on les substituer^ 
dans Texpression de la premiere, et ainsi de suite. 

Voici pour exemple une^question qui renferme troi^ 
inconnues et trois equations. 

79. On a achete sdparement Its charges de trois voi- 
tures / la premiere qui contenait 3o mesures de seigle , 
ao d'orge et 10 defromefit , a coiUi q5o francs. , 

La seconde qui contenaU i5 mesures de seigle, 6 
d'orge et id defroment, a coUte i5S francs. 
_ ZjO troisidme qui contenait 10 mesures de seigh, i- 
d*org9 et 4de froment, a $oiite jS francs^ 
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On demande a combien rev^ent la mesute de seigle ^ 
• •elle d'orge et defroment 7 

Soit X le ptix de la Siesitfe de «eigle ^ 
y celtii de la mesure d'orge , 
z celtii de la mesure de froment. 
Pour remplir la premiere condition ^ on obseifvera que 
3o mesurea de seigle yaudront Zo x ^ 
j2o mesures d'orge yaudiront ^oy^ 

' 10 mesutes defroment yaudtont lovy 

et que le tout deyant faire aSo francs , On aura Fequatiod 
3o a: + fxoy + lo z = fl3o. 
Pour la seconde condition, on aura 

i5 mesutes de seigle qui yaudront i5 .r^ 
6 d'orge ' 6 jr , 

12 de froment la z ^ 

et par consequeitt 

i5 x -f 6^ + i2 a =i: i38. 
Pour la troisi^me condition; on aura 

10 mesures de seigle qui yaudront lo a; ^ 
5 ' d*orge ^y ^ 

4 defroment 4*# 

ft par consequent 

10 X + 5^ -f- 4 « = 75. 
La question propos^e sera done rainen6e aux troiil 
equations ' 

So a: + fioy -f- loax=fl3o 
i5a:+ 6 j^ -f la 2=138 
10 x^ 5^+ 4®= 75- 
Avant d'en entreprendre la resolution , j'exainine s*il 
It est pas possible de les simplifier , en diyisant par un 
m^me nombre (1 a) les deux membres de quelqu'une ; \t 
je yois qu'on peut diyiser tous les termes de la pre- 
miere par 10 , et toug cenx de la seconde par 3; enr 

H % 
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efTectuanit ces divifiions , je n'ai plus a m*occuper (}ue 
des equations 

5 X + zy + 4 z=*46 
10 X + 5y -{- 4^ = 7^' 
• Pouvant choisir Tune quelconque des inconnues pour 
en tirer la valeur , je prends celle de z dans la premiere 
Equation , parce que cette incounue n ayant point de 
coefficient , sa valeur sera une quantite sans diviseur , 
ou entire ; il vient 

z = 23— 3x — ay. 
En mettant cette valeur dans la seconde et la txoisieme 
equation \ on les change en 

5 X' -ff- 2.y + 92 — 12 X — i* 8 j^ = 46 
lox-i-Sy + QZ-r-iQx — Sy =75; 
ct reduisant leur premier membre , oh trouv« > 

g3_7x — 6^ = 46 
92 — ax — 5y = 75. 
Pour traiter ces equations , qui ne renferment plus 
que deux inconnues , ]e prends dans la premiere la va- 
leur de rinconnue y \ }*obtiens 

92 — 46—70: .. 45-^^70; , 

'^=2 g_^ ou j.=^l_X«, 

et par 1^ substitution de cette valeur , la seconde equa- 
tion devient 

. 9»— 2a?— 3x^--jl^ = 75. 

Je pourrais faire evanouir le denominateur 6 par la me- 
thode ordinaire , mais j*obserye que ce denominateur 
^tant divisible par 3, pent se simplifier en efTectuant sur la; 

fraction 2 — -i-^la multiplication par 3, conforme- 

m«at au n^ 54 de YAritkm. j*ai par ce mojeu 
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ga— flx— "^ ^/ —75. 

En faisiant alors disparakre le denominateur 22 , jc trouve 

184 — 4 a: — 46 + 7 x = i5o ; 

le premier membre etant reduit , il vient 

i38+3x= i5q, 

d*ou on conclut 

i5o— 138 la . J . 

x=—^ = -g. ou x=4. 

La substitution de cette valeur dans I'expression de 
V donne 

et par la substitution des valeurs de a? et de ^ ^ dans 
Fexpression de a , on obtient 
»r=ra3— 3x4— *i»X3=fl3— 12 — S ^^ z = 5. 
II suit de la ^ que la mesure de seigle yalait 4 &^acs ^ 
ceire Jorge 3, 

celle de froment 5. 

Get exemple , en meme temps qu*il offre Tapplica- 
tion de la mithode du numero precedent , doit etre 
Femarque pour le& abreyiations de calcul quon y a 
pratiquees. 

80. Je vais resoudre encor^e le probleme suivant : 
Un homme qui s'est charge de transporter des- vases 
de porcelaine ,. de trois grandeurs y a fait ce marche .• 
qu^il paierait autant par chaque vase qu*il casserait , 
qu'il recevxait pour ceux qu'il rendrait en ban etat. 

On lui donne d'abord deux petits vases , quatre 
moyens et neuf grands ; il casse les moyens , rend^ 
Uyus les autres. en bom 4tat , et re^oit une somme de 
28 frajic&» 

^3 
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On bii donne ei^mte sept petits vases y trois moyens 
^t cinq grands ; cettefois il rend le$ petits et les moyens , 
jnais il ca^se les cinq grands , et il re^it ^euhimen$ 
5 franc^, 

Enfin , on lui remet neuf petits va^es , dijg movent 
ptonze grands f il casse tons ces derniers > et ne revolt 
fn consequence que 4 francs. 

On demande ce qu'on a pay 6 pour le transport d'un 
%fase de chaque grandeiir. 

Soit X le prix du transport d*un petit vase, 
y celui du transport d'lin moyen , 
z celui du transport d'un grand, 
II est visible que chaque somme qu*ii rejoit , est la 
diflFerence , entre ce qui lui revient pour les vases qu'il 
rend en bon etat , et ce qu'il doit pour ceux qu il a 
f^asses -> d*apres cette remarque ^ les trois cooditions du 
probl^me fournissent respectivement les equations suirv 
vantes : 

Qx — 4y + 9 a = a8 
7X+ 3^— 5« = 3 
Qx + ioy — iia = 4« 
La premiere de ces Equations doilne 

X ^ 

et par la substitution de cette valeur ^ la deuxieme et la 
troisieme equations deviendront 

}3ttB^LZ:^+5y^5z=3 

aSa + Sey— Siz . 

-^- hiojy— ii« = 4- 

Faisant di$paraitre les denominateurs , on aura 
196+28^ — 65 2+ G^ — ioz = 6 
25ij + 36 j^ ""T 81 z + so J' — aa z = 8. ; 
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jF^uisant le premier membre , on obtiendra 

196 + 34^— 73a = G 

a5a 4- 56 j^ — io3 » = 8 ; 
prenant la yaleur de y dans la premii^re de ces i'qna^ 
tions ^ on aura 

73z— 190 

y- 34~- 

Par cette valeur ^ la seconde devient 

aSfl + 56 X Z^^=^ - io3 * = «; 

etant deliyree du denominateur34 y elle se change ea , 
54X a5A + 5S X 73a— 66X190— 34Xio3jb=34x8 
ou en 

8568 4" 4088 z — 10640 — 35oa z === 372. 
La reduction du premier membre de ce resultat con"- 
duit a 

586 z -* 307^ = 373 , 
il'ou on tire 

a344 . 

En remontant de la valeur de 2 a oeUe de j' , on aura 

y~ 34 ■"34 — 34'^"-y— *' 
«t avec ces deux valeurs , on trourera 

a8+4x3-^X4 _ 38+»2— 56 _4 ^„ ' 

a a a / 

On a done pay6 a fr. pour le transport d'un petit vase, 

3 pour celui d*un moyen, 

4 pour celui d'un grand. 

Get exemple suffit pour montrer comment il faut I'y 
prendre dans tous les ^utre& cas. 

H 4 
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81. II arrive souvent que toates les in^onnues n'ezi- 
trent pas a-la-fois dans toutes ks equations ; cette cir- 
Constance ne change pas la methode : il sui&t de bien 
examiner la liaison des inconnues pour passer des una; 
aux autres. 

Soient pour ezepiple les qoatre Equations 

3 u — 2^^ = a 
a a: + 5 jr = Sg 

5:;^— '72 = 11 

renferitiant les inconnues u, x,yetz, 

Avec un peu d'attention , on voit qu'en prenant dans 
la seconde equation la valeur de x, pour la substituer 
dans latroisieme, ler^sultatrenfermantalorsj^etz, fera 
par sa combinaison avec laquatri^me equation, connaitrc 
ces deuxquantites; puis avec la valeur de^, on auracelles 
de u et de x, par le moyende la premiere et de la seconde 
equation. En operant ainsi , on fera le calcul suivant ; 



5x?i=^-7-=». 



©u ^gS — i5y — i4a = s3, 

ou 15^^^+14^=173 (67), 

Les deux Equations < 

i5y+ 142=175 
4y + 32= 41^ 

etant r^aolues , donneront 

y=5, =7; 
ft par ces valeurs, op siura 
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3q— 5x5 3q — 15 .24 

a-f-av a + 10 13 . 

Us nombres cherches sont done 

4, la, 5 et 7. 

82. La methode que jeviens d'exposer s'applique- 
rait aux Equations litterales, de meme qu'aux equa- 
tions numeriques ; mais la multdtnde des lettres qu'il 
faudrait employier pour representer g^neralement les 
donnees , lorsque le nombre des equations et des incon- 
nues surpasse a , a engage les algebristes a cherche^r 
une maniere de les exprimer plus simplenaent. Je la 
f erai connaitre dans Tarticle suivant ; mais afin de four-' 
nir ail lecteur Toccasion de s'exercer a mettre les pro- 
bl^mes en Equation et a lesr^soudre , j*ai reuni ci-dessous 
une suite d'^nonces^ et j'ai indique a la fin de chacun 
les r^sultats qu'on doit trouver. 

i^rUn pire etant interrog^ sur Vdge de sonjils, repond: 
si du double de I'dge qu'il a maintenant vous retranchez 
le triple de cehii qu'il avait ily a six ans , vous aurez son 
age actuel; 

R^ponse : U enfant avait 9 ans, 

a®. Diophantey I'auteurdu phis ancien livre d'algkbre 
tfui nous teste , passa dans sajeunesse la sixieme partie 
du temps qu'il vecut, une douzieme dans t adolescence , 
ensuite il se mariuy et passa dans cette uiiion le septiime 
desa vie, augmente de cinq ans , avantd' avoir unjils 
auquel il survecut de quatre ans , et quin'atteignit que la 
moiti^ de I* age oii son pire est parvenu; quel age avail 
PiopkantCy lorsqu'il mourut ? 

R^ponse : 84 <ins, 

3* . Un jnarchand'preUve tou^ les ans sur ksfonds qu'il 



♦. 
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a dans le commerce , une somme de i oqof rones p9ur U^ 
depense de son mdnage; cependant chaqueann^esonbien 
€aigmeniedu tiers de ce qui reste, ei au bout de trois 
unsse trouve double; combien avait-iltiu commencement 
de la premiere annee ? 

Reponse: 14^00 francs* 

4°. Un marchanda deux esp^ces de thd, la premiere 
a 1 4 francs le kilogramme , la deuxikme d 18 francs / 
combien doit-il prendre de chacun pour en former unm^ 
saisse de 100 kilogrammes qui vaille 16B0 francs ? 

Reponse : 3okilog.de la premiire et'/o de la seconde. 

5*. On a rempli en iq minutes un vase contenant Sj 
litres d^emi , en feasant couler successivement deux fon-^ 
taines, dont V une fournissait^Utres par minute etVaur 
tre 3; on demande pendant combien de minutes chaque 
fontaine a could ? 

Reponse : La premiere 5 minutes ^ et la seconde g, 

6**; Une montre marquant midi , P aiguille des minutes 
se trouve sur celle des heures ; on demande quel est le 
point du cadran ousefera laprbchaine rencontre des 

aiguilles? 

Reponsie : LorsquHl sera 1 heure 5 minutes et -^. 
Obs. Ce probl^me serapporte acelui du n* G5. 

7®. Un homme rencontrant des pauvres, veut donner aS, 
centimes a chacun , mais en comptant sa Tnonnaie , it. 
s*appergoit qu'illui manquepour cela 1 o centimes, alors it 
ne donne que 20 centimes a cheque pauvre et il tut rests 
25, centimes; on demande combien cet homme avait de, 
monnaie , et quel etait le nombre des pau\nres 7 

Reponse : // avait \ franc G5 centimes, et les pauvres 
etaient au nombre de 7. 

8^. Trois frires ont acJiete un bien pour Soooo francs ; 
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it manque aupremier pour payer a lui seul cette acquisi- 
tion, la moitiede l' argent qu'a le second ; celui-ci paie- 
rait r acquisition a lui seul, si on djoutait a ce qu'ilpos" 
side le tiers de ce qu'a le premier ; erffin le troisiime au^ 
rait besoin pour f aire ce meme paiement^ dejoindre ace 
quil a le quart de ce que possede le premier; combien 
chofun a-t-il d' argent 7 

Rip. Le premier a Soooofr. , ledeuxiime 4oooo , et 
le troisiime 4a5oo. 

9*. Aprks unepartie, troisjoueurs comptentleur argent; 
un seul cy ant perdu y les deux autres ont gagn^ chacun 
unesomme dgale a celle qu'ils ont mise aujeu ; apris 
une seConde parlie , Vun desjoueurs qui avait gagni dans 
la pr^cddenle perd, et les deux autres gagnent chacun 
une somme ^gale a celle qu'ils avaient en commengant la 
seconde partie ; a une troisieme jfortie , le joueur qui 
jusque-^ avait gagnd^ P^^^% ^^^c chacundes deux autres 
une somme egale a celle qu'ils ai^aient en commengani 
cette demHtre partie , et alors les trois joueiirs sortent 
avec chacun lao francs; cbmbien avaient^ils en entrant 
aujeu? 

Rep. Celui qui a perdu a la i^^ partie avait iq5 francs, 
celui qui a perdu dlaQ^ i o5 

celui qui a ptrdu dlaZ^ 6o. 

Formules gi^nePbles pour la resolution des Equations 
du premier degre. 

83. PQurobvierarinconvenientquefaifaitremarquer 
au commencement du num6ro precedent , on a imagine 
de representor par la m€me lettre tons les coeificiens, 
d'une menKincottnue^ mais de les distingner en les af- 
fpctant d'mi ou de platieurs acc^ns^ suiyant le nomlizni 
4ep equations. 
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Les equations generales&deiix incommess'ecrireiit aian^ 
a PC + by^=: c 

Les coefficiens derinconnue x sont representes tons deux 
par Oy ceiix de^ par b % mais Taccent que portent les 
lettres de la seconde equation , fait voir qu'on ne les 
regarde pas comme ayant la meme yaleur que leurs cor- 
respondantes dans la premiere. Ainai d est nne quaii<^ 
tite dilFerente de a, 1/ une quantite differente de b. 
Lorsqu'il j a trois equations , on les ecrit ainsi : 

a x + b y -{-c z. = d 

d x-^-Vy + d z = d' 

a!'x + b"y + d'z = d\ 

Tous les coefficiens de I'inconnue x sont designes par lia^ 
lettre a, cenxde^par6 ^ ceuxdespar c; mais chaque 
lettre porte des accens dilFere/is qoi marquent qu*eUe 
appartient ^diverses quantites. Ainsi ay c^, a", sont troi*^ 
quantit^s differentes^ et de m^me des autres. 

Suiyant cette marche y s'il j avait qaatre inconnues et 
quatre equations^ on les ^crirait ainsi : 

a X + b y ^ c z + d u=ze 
d X + V y + d z + d uz=z d: 
d'x H- Vy + d'z + d^u — e" 
(fx + U'y + d'z + dru = d^. 

' 84- AGn de simplifier les calculs , en tvitant les frao^ 
tions , on modilie ainsi le procede de Felimination : 

Soient les equations 

a x + by == c 

afx-j-by^c-y 
il est Evident que si Tune des inconnues , x , par exem- 
pie y avait le meme coefficient dans les deux Equations , 
il suffirait de les retrancher Tune de Tautre y pom: faire^ 
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disparaitre cette inconnue. Cela se voit tout de suite 
sur les equations 

10 X + 11 j^ =2 27, 
10 j: -f- 9^ = i5, 
qui donnent 

11^ — 9^^ = 37 — i5, ou 2^ = 12, ou^ = 6. 
II est visible qu*on peut rendre immediatement les coef- 
ficiens de x egaux dans les equations 
a :t -f- by = c 
a!x + Vy=zcf, 

en multipliant les deux membres de la pfeniiere par a^, 
coefficient de x dans la seconde, et les deux membres de 
la seconde par a , coefficient de x dans la premiere ; on 
obtient ahisi^ 

adx'\'dhy'=.dc 

ad X -{• a Vy = a c'. 

Retranchant ensuite la premiere de celles-ci de la «•— 
conde , Tinconnue x disparaitra ; on' aura seulement 

{^aV — d h^y=.ad —'d Cy "^ 
equation qui ne contient plus que Tinconnue j^ : et Ton 
deduira 

ac'^-^cd^ 

y~ab'—bd' 

Le procede que je viens d'employer ^ peut toujours 
s'appliquer aux Equations du premier degre , pour en 
chasiser Tune quekonque des inconpiies. 

£n eliminant de mSme Finconnuej^^ on*aurait la 
valeur de x. 

Si Ton applique ce proc^d6 aux trois equations renfer- 
mant a; , ^ et z , on pourra d'abord 61iminer x entre la 
premiere et la seconde, puis entre la premiere et la troi- 
sieme \ on paryiendra ainsi k deux equations ^ qui ne 
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renfermeront plus qaey et 2 , et entre lesquelles on 
eliminera ensuite j^. 

Si Ton efFectue le calcul , Tequation en z , k laquelle 
on paryiendra^ aura un facteur commun a tous ses 
termes^ et ne sera par consequent pas la plus simpk que 
Ton puisse obtenir. 

85. Bezout a donne une methode fort simple pour 
eliminer a-la-foistoutes les inconnues hors une, et par la- 
quelle on raniene immediatement la question a des equa- 
tions qui contien^ent une inconnue de moins que les 
proposees. Quoique ce procede ne soit n^cessaire qu^ 
lorsqu*il s'agit des equations a trois inconnues, je cora- 
mencerai par Fappliquer a celles qui n'en cbntiennetit 
que deux , afin d'embrasser le sujet en entier. 

Soient les deux Equations 

ax + by = c, 

afx -+'l/y = (/: 
en raultipliant la premiere par une quantite m, qui soit 
indeterminee, il viendra 

amx^bmy^=::mc; 

et retranchant de ce resultat Fequation 

a'x+b'y = (/, 
on aura 

amx — a! x-^-b my — V y :=zcm — c/y 
pu (a/n — a')/j: -f- (im — bfyyrzs: cm — ^cf* 

Puisque lien ne determine la quantite m, on peut 
•upposer qu'elle soit i:elle que b m = b^. Dans cc 
cas^ 1« terme multiplie parj^ disparaissant , on a 

cm — c' • 



a; = 



am — (/ ' 
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mail k came de bm = V ^ il r^snlte , 

V 

-d«nc 

cy , 

'b '~'', _ ch'—hd 
'^~aV ~aV—bd' 

Aulieu de supposer im=ft', si Ton fait can-=.a ^ 
le tenue aiFecte de x s'eyanouira^ et il yiendra 

La yaleur de m ne sera plus la mime que tout-a-rheure * 
car on aura 

a' 
m = — / 
a 

•t ensubstituantdans Texpressiondej^^ on trouyera 

ca! — ad 

y "=1,0! -ah'- 

£a changeant les signesdu njumerateur et du denomina* 
teurde cette yaleur ^ son denominateiq: sera le m^me 
que celui de x , puisqu'on aura 

ad — caf 

y~ab'—hd' 

86. Soient maintenant les trois equations 

a a: -f- hy -f- c » = d 
a!x + b'y '^*dz'=zd! 
a"x -f. b'y + d'z = d\ 

L'analogie conduira aisement a multiplier la prer 
miere et la seconde par deux quantites indeterminees m 
et n, a les ajouter ensemble, et a eh retrancher la trpi- 
tieme ; car par ce moyeh elles seront employees tout^s 
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en m^me temps , et les deux nouvelles quantit^s m etn, 
dont il est permis de disposer a volonte , pouitont etre 
determinees de maniere a faire disparaitre en meme 
temps du resultat deux des inconnues. En operant 
ainsi , et reunissant les termes qui multiplient une m§me 
inconnue , on aura 
( am+dn — a" )x+(im+i'n — b" )y+ {cm+dn — c" )a ' 

Si on veut faire disparaitre x Qty , il faudrappser pour 
cela les equations 

a m + a' 71 = a'' 
bm + V n = b\ 

ct alors il yiendra 

dm + d'n — d" 



cjn-{-d n — c" 



Des deux equations dans lesquelles m et 7i sont les in- 
connues , il est facile de deduire la valeur de ces quan- 
tites au moyen des re&ultats obtenusdans le numero pre- 
cedent; car il sufiit de changer dans ceux-ci x en m,yen n, 
et d*^crire au lieu des lettres 

""'^''^ heslettresT' ''''''' 
a\b\d\^^'^^^''^^lb,b\b\ 

ce qui donnera 

d'b'—b"d 



ab'—bd 

ab"—bd ' 

' aV—bd' 



Substituant ces valeurs dans celle de 2; , et reduisant tous 
les termes au meme dteominateur , on trouvera 

_ dQ/d'—dhl'^+dlia b"—b d)—d'Ca b'—h d) 

Si 
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Si onavait fait^vanouirl^ termes afFectes dex et de 
z, on aurait eu^^ les lettres m et n auraient dependu 
des deux equations 

a 771 + a^n = a*, c tti + ^'^ = c^J 

ct en operant comma ci-^essus, on aurait trouve 

_ d{c'a!'—de') + ^{a c'—c a')---d"{a c'^c d ) 
y~h {ca"-^'c") + V {a c"—c a")—b\a d—c a! )* 

Enfin , en posant les equations 

on fait disparaitre les termes multiplies par jf et par z , et 
il vient 

^ "" aidb'—b'L") + aUb l"—c b')--^\b d—c V )' 

Ces yaleurs etantdeveloppees de 'manierea avoir leurs 
termes alternativement positifs et negatifs^ et changeant 
en meme temps les signes du numerateur et ceux du de- 
nominateur dans la pr^mi^re et dans la troisieme ^ on 
pourra leur donner les formes suiyantes : 

_ aVd!'—aib''Jtddb''^bdd'-ArbJ[ci'—dVci' . 
^—ayd'—adb"^ccib"—bdd' + bc'a!'—cVa"' 

a d'd'— a dd' + c dd'—d cl c" + d da"— c d' a'' 
y —a b'd'— a db" +c a! b"— b a'c" + b da!'— c U a" ' 

_d b'd'— ddb' + c db"— bd^d' + b dd"— c Vd" 
^ —a Vd'— a db" + c db'— b dd' + b da!'— c b'a!*; 

87. Soient les (fuatre Equations 

a x-f-&y + c z*-}- d u = e 
d X -j- b' y -i- dz + d!u = e^ 
d'x + Vy + c^a + J^M = d* 
d'x + 6*y + d'z + d'u = e*; 
Elenwns d'Alg^bre. I 

f 
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on mukqdicni la premiere ipkc m , k Mconiie par n ; 
la tc(^ahme par p, et onl^ a^outera : ea retxandiant 
ensnite la quatrieme^ on trouyera 

(am 4- aV4- afp ^(^jo + (fti»+ i'i» + Vp^lT^y 
Pour avoir u^ on posera 



et il yiendra 



bm+Vn + Vp=^V 



dm -|- d'n + d"p — d** 

'Les eipiations pr«cMeBte6qnidoiyyitdonner m^ netp, 
se Tesoudraient par le moyen des fbrmnles tronyees ponr 
le cas de troifiinconnues. Cette marche doit parsdtre tres- 
commode €t tres-simple ; mais robseryation de la forme 
des resultats obtenns ci - dessna , f ourmt le moyen de 
les retronver sans calenl. 

86. Pour remonter au premier anneau de la chaine , 
je prends Tequation a mie inconnue ax= & ^ J'en tire 

h 

oil Ton toit que le nnm^mtenr pestle terme tout contra h^ 
et le denominatenr^ le coefficient a de nncoanue. Les 
deux equations 

ont donne ' 

cV "^b ff^ flc' — co^ 

Le denoQiinatefir se coaipose encore des lettres a^ d^ 

f 
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byV^ qui multiplient ks incoanues : on eclit d*,ibajrd 
la lettre a a c6te de la lettre b y ce qui doxme ai ; q^ 
echange ensuite a .et 6 entr'eux pour avoir 6a, et en 
affectant cet arrangement du signe — , il vientai — boy 
on met enGn un accent a la seconde lettre de chaque terme: 
yoila le denominateur ab'-^b 4 foirme. 

Voici maintenant de quelle maniere pent s'en deduire 
le uimier^teur. II est facile d'apperceyoir quepow celui 
de X, on change les a enc , et les 6 en c pour celui de y / 
car, de cette maniere, on trouve poikr Tun cb' — bd ^. 
et pour Fautre ad — ca'. Le numerateur se conclut done 
du denominateur, dsLusle cas dedeuxinconnues,comme 
^ dans celui d*une seule , en changeant le coefficient df 
I'inconnue qu'on cherche, dans le terme tout connu, et en 
conservant d'aill^urs les accens tels qy,'il$ sont. 

La seule inspection des valeurs ;result9ntes des equa- 
tions a trois inconnues, suflit pour montrer qu*elles n e^ 
chappent point a cette regie. A Tegard de leur denomi- 
nateur , il faut un peu plus d attention pour en recon- 
naitre la formation. Cependant, puisque le denomin^tei^ 
dans lecas des deux inconnues, pr^sente tous les ^^rjange?- 
mens possibles des deux lettres <2 et A qui multiplient le^ 
inconnues , il est n^turel de penser que le d^nowinatejif 
comraun a trois inconnues , doit renfermer tous les ar^ 
r*mgemens des trois lettres a, 6, c; et pour foruier .ce^ 
arrangemens avec ordre, on s*y prend de la maniere 
suivante : 

On forme d>bord les .arrangemens oi — ^io^des Aem^ 
lettres a et i ; a la suite du premier q. i, on terit la troi- 
sieme lettre c, ce qui donne.aicj.et fais^t passer cette 
lettre partoutes les places, avec Tatteution de changer ie 
signe chaque fois , et de ne pas troubler Fordre respectif 
de a et de ^ , il en resulte 

4 

abc'^acb'^'cab^ 
♦ la 
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Operant de meme sur le second iirrangement de deux 
lettres — ha, on trouve 

— Aac + ft ca — cba; 

reunissant ces produits aux trois precedens , puis mar- 
quant la seconde lettre d'un accent et la troisieme dd 
deux, on trouve 

r^sultat confornie a celui que presentent les formules 
obtenues immediatement. 

II est facile de conclure de la, que pour former le de- 
nominateur dans le cas de quatre inconnues , il faudrait 
introduire la lettre d dans chacun des six produits 

abc — acb'^cab — baC'\-bca'-^ cba , 

et lui faire occiiper successivement toutes les places ; le 
terme abc, par example, donneraitles quatre suivans: 

ab<:d — abdc'-\-'adbc^^dabc. 

En operant de meme sur les cinq autres produits, le re- 
sultat total aurait vingt-quatre termes, dans chacun des- 
quels la seconde lettre porterait un accent , la troisieme 
deux, et la quatri^me trois. Les numerateurs des incon- 
nues u, z,y etx, se concluraient par la regie enoncee 
plus haut (*). 

89. Pour faire servir ces formules a la resolution des 
equ^ions numeriques, il faudra comparer les equations 
proposees, terme a terme, avec les equations generales de« 
numeros precedens. 

Pour resoudre, par exemple, les trois equations^ 



(*) Laplace , dans la seconde partie des M (^moires de PAcade- 
jnie des Sciences pour 1772, page 394, a dciaontr^ ^ prion ces • 
Ktglcs. 
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07 -j- 4 J' + 5 2i= 55 

il faudra comparer, terme a terme, ces equations k 
celles du n° 86 , ce qui donn^a 

a z= 7, A = 5, c = a, rf = 79 
« a' = &, &' = 7, </ = g, d' = 1 22 
a'= 1, 6^= 4, c"= 5, d"= 55, 

Substituant cesvaleurs dans les expressions generales des 
inconnues x,y et z, et effectuant les operations indi- 
qu^es, on trouvera 

II est important de remarquqr que les memes expres- 
sions serviraient encore , quand les equations proposees 
n*auraient pas tous leurs termes aiTectes du signe •+- , 
comme semblentle supposer les equations generales dont 
ces expressions sont deduites. Si Ton avaitj par exemple, 

5x — 9y + 8z = 4i 
— 5 X 4- 4y'^ 2 z = — 2o 

11 X — jy — 6 25= 37, 

il faudrait, en comparant les termes de ces equations a 
leurs correspondans dans les equations generales, avoir 
egard aux signes, ce qui donnerait 

a = + 3, 6= — 9, q = + 8, d= + 41 . 
a' = — 5, y = + 4, </ = + 2, f/' = — 20 

a"= + 11, i"=- 7, c"=- ff, J"= + 37, 

et ensuite determiner, conformement aux regies du nu- 
mero 3i , le signe que doit avoir chaque terme des ex- 
pressions generales de x, y, z , d'apres les signes des faor- 
teurs dont il est compose. C'est ainsi qu on trouverait, par 
exemple , que le premier terme du denominataur comr- 
mun , qui est a y c", devenant -(. 3 X + 4 X -r 6 , change 
de signe^ et produit — 72, En faisant la meme attentiou 

I 3 
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a regard den autres termes, tant des nnmerateurs que des 
denominateurs, prenant, d'nne part^ la somme de ceux 
qui iont positifs, et de Tautre , celle de ceux qui sontne- 
gatifs^ on trouvera 

Q'jj4 — ^^'^4 — So 

592 — 632 — 3o 

5o22 — 2953 __ 4-90 _^ - • 

^ 592 — 622 — 3o 
. _ 58'59~>5889 _ — 5o _ 
692 — Gaa — 3o • 

Des Equations du second degre d une seule inconnue. 

90. Dans les equations que j*ai traitees jusqu*ici, les 
inconuues. ne montaient qu*a la premiere puissance » 
ou n'etaient point multipliees entr'elles : ces equations 
n'etaient que du premier dep^re : mais si Ton se propo- 
Jait seulement la question suivante : Trouver un nombre 
tel,'quetant multiplU par s6n quintuple , le produit soil 
egal a laS. En designant ce nombre paro;^ son quin- 
tuple serait 5 x , ct on aurait 

5x*= 125. 
Cette equation est du second degre ^ parce qu'elle ren- 
lerme a;* , ou la seconde puissance de Tinconnue. Si Ton 
degage cette seconde puissance de son coefficient 5 y on 
obtiendra 

:c*=~^-, ou af = 25. 
5 

On ne sauraitici conclureVinconnue x comme dans le 
humero 11, et la question propose e est seulement ranie- 
ii6e k trouver un nombre qui , multiplie par lui-meme , 
flonnfe 25. Avecun pen d'attention ; on reconnait que cc 
ftombre^st 5; mais il arrive rarement que Ton puissede- 
Viner ainsi la solution cherchee ; on est done conduit 
4 fcette nbuYelle question numerique : trom^er un /lom- 
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* 

bre quiy miiltiplie par lui-meme , donne un *produU egal 
ft un nombre propose ^ ou ^ ce cpu est la meme chose, re- 
venir de la seconde puissaace au nombre qui Taproduite, 
et qu*on appelle sa racine quarree. Je vais m'occuper 
d*abord a resoudre cette question , parce qu*elle ser- 
vira pour determiner les inconnues dans touteslesequa^ 
tions du second degre. 

91 . La m^tiiode qii*il faut employer ^ovr trouyer ou 
extraireUi racuie dcs nofnbres^ suppo^qne Ton connaiss* 
la seconde puissance de ceux qui sent exprim^s par un 
seul cbifFre. Yocci done les neuf premiers nombres styec 
tear seconde puissance ecrite an-dessous de cbacun : 

133456789 
1 4 9 16 25 36 49 64 81. 

L*on volt par cette table que la seconde puissance 
d*un nombre exprime par un seul chiffre, n*en contient 
pas plus de deux : 10, qui est le plu5 petit des nombres 
exprimes par deux cbiffres , en a trois d son quarre, 1 00* 
Pour se preparer a decomposer la seconde puissance 
dun nombre exprime par deux chifires, il faut en etudier 
d'abord laformation; etpouv cela, je vais chercher com- 
ment chaque partie du nombre 47> par exemple, con- 
court a la production du quarre de ce nombre. 

On pent decomposer 47 «n 40 •+• 7, ou en 4 dixaine^ 
«t 7 unites ; en repr^sentant pat a les dixaines da nom-> 
bre propose , et pat b ses unites ^ sa seconde puissance 
«era exprimee par 

c*€st"4-dire, qu'elle contiendra trois parties , siavoir : le 
quarre des dixaines , deuxfois le produit des duxiaines 
par les unites ^ et le quarre des unites. Dans Texemple 
que j'ai choisi ^ az=^ dixaines ou 4o unites , et b ==7^ 



(^ 



l36 i L i M E N S 

on aura 

a*== iGoo 

fl a fc != 56o 

^*= 49 



Totala* + a a i -f- fr» = 2209 = 47 X 4/. 

Pour revenir maintenant du noiubre 2209 ^ ^ racine 
47, on observera d'abord que le quarre des dixaines , 
1 600 , n a point de cbilFre significatif dun ordre inferieur 
aux centaines, et qu*il est le plus grand quarre que puis- 
•ent contenir les aa. centaines de aaog ; car aa tombe 
cntre 1 G et aS, c'est-a-dire entre le quarre de 4 et celui 
de 5 , comme 47 tombe entre 4 dixaines ou 40, et 5 
dixaines ou 5o. 

Si done on cherche le plus grand quarre contenu dans 
aa,on trouvera 16, dontlaracine4exprimera les dixaines 
de celle de aaog : retrancha(nt ensuite 16 centaines 
ou 1 600 , de 2209 , le reste G09 contiendra encore le 
double produit des dixaines paries unites, 56o, et le 
quarr^ des unites, 49- Mais le double produit des dixaines 
par les unites, n'ayant point de cbiiTres d'un ordre 
inferieur aux dixaines, doit se trouver dans les deux 
premiers chiffres 60. du reste 609, qui contiendront ea 
■^ outre les dixaines provenues du quarre des unites. Ce- 
pendant, si on diviseGo park double des dixaines 8, on 
aura , en negligeant le reste , un quotient 7 egal aux 
unites cherchees. Multipliant ensuite 8 par 7 , on for- 
mera le double du produit des dixaines par les unites, 
5Go , et retranchant du reste total G09 , on obtiendra une 
diiference 49> qui doit etre, et qui est en efFetle quarre 
des unites. ^ 

L'operation que je viens de raisonner se dispose 
ainsi : 
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16 i 87 

60,9 
609 



X 000 

On ecrit le noiiibre propose comme s'il s! agissait de le 
diviser par un autre , et on destine a la racine la place 
que devrait occuper le diviseur. Ensuite on separe par 
une virgule les unites et lesdixaines, pour ne consi- 
j derer que les deux premiers chiffres sur la gauche , qui 

doivent contenir lequarre des dixaines de la racine. On 
cherche le plus grand quarre 16, contenudans ces deux 
chifFres ; on en porte la racine 4 ^ la place qui lui est 
affectee , et on retranche 16 de aa. A cote du reste 6, 
on abaisse les deux autres chifFres , 09 , du nombre pro- 
pose ; on separe le dernier qui n'entre point dans le 
double produit des dixajnes par les unites; on divise la 
fr partie restante a gauche par 8 , double d^s dixaines de 

la racine , ce qui donne pour quotient les unites 7 ; et 
i pour former tout d'un coup les deux demieres parties^ 

^ *^ du quarre que doit contenir G09 , on ^crit 7 a c6te 

de 8 , d'ou resulte le nombre 87 , 6gal au double . des 
i dixaines plus les unites , ou a a a + i, et qui, etant mul- 

! tiplie par 7 ou par b, reproduit G09 =.Qab + b^y ou le 

' double produit des dixaines par les unites , plus le quarre 

des unites : faisant la soustraction il.nfe reste rien; et 
Toperation acheyee prouye que 47 est la racine quarree 
de 2209. 

Soit encore a extraire la . racine quarree de 324 '> J® 
dispose Toperation comme il suit ; 
3,24 I i8 

22,4 I 28 
a2 4 [ 

' QQQ 



l38 i L ]^ M E N s 

et d'apres ce qui vient d'etre dit, je tronve i poor les 
dixaines de la racme ; ces dixdine^ etant donblees, me 
donnent le nombre 3 , par le<{ael il faut diviset les deux 
premiers chiffres as dn re^e. Or sa coptient a onze 
fois y et non-seulement on ne peut ayokr a la racine , ni 
plus de lo, ni lo y mais 9 Itd-^meme serait encore trop 
fort dans le cas actuel; car en ^cmantg^cdte ded^ et 
mnhipliant 29 par 9 , comme le present la regie , on 
aurait pour resultat 261 , qn'on ne saurait retrancher 
de 224- On ne doit done regarder la division de as par 2, 
qae comme un moy en approximatif de tf OHTet les unites , 
et il faut diminuer le quotient obtenn, jusqu'4 ce qu*onr 
parvienne a un produit qui ne snrpasse point le rester 
S124 > condition que remplit le nombre 8 , puisqua 
8x28:^ 224 > done la racine cberchie est 1 8. 

En formant les trois parties du quarre de 18, on 
trouve : «*= 100 

2a6 = i6o 

Total 324= 18X18, 

et on voit que les 6 dixaines que contient le quarre dei 
unites etant reunies a 160^ double produit des dixaines 
par les unites , alt^rent ce produit , de maniere que la 
division par le double des dixaines ne peut plus donner 
ks unites seules. 

92. L*e*traction de la racine quarr^e ffun nombre 
compose de trois on de quatre chiffres , ne saurait arr^er 
d*apr^s ce qui precMe ; mais il faot encore qaelques de- 
tails pour mettre le lecteur en itat d'extrairc la racine 
d'un nombre exprime par autant de chiffres qu'on voudra, 
et on ya les voir naitre des pyncipes deja poses^. 

Tout nombre au-dessous de 100 n'aura que quatre 
ehiifres a son quarre, puisque celui de loo est ioooq. 
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ou h plus petit nombre e3cprime par cinq chifFres. Cela 
pose , pour examiner la formation du quarre d'un nombre 
au-dessus de loo, de 473, par exemple , on pourra de- 
composer ce nombre en 470+3 * ^^ 4? dixaines , plus 
3 unites ; et pour deduire son quarre de la formula 

on fera a =47 dixames=470 unites, 6 = 3 unites, 
d ou 

a* = asogoo 
a a 6 = sSao 

6^= Q 



Total 333739= 473 X 473. 

On voit dans cet exemple que le quarre des dixaines n^a 
point de chifFres significatifs d'un ordre inf^rieur aux 
centaines , et cela doit itre en general , pidsque des 
dixaines multipliees par des dixaines , produisent tou- 
jours des centaines {^Arith, Sa). 

C*est dont danslapartie 2a37 qui Teste sur la gauche 
du nombre propose, apris qu on en a separe les dixaines 
et les unites , qu*il faut chercher le quarre des dixaines ; 
et comme 473 tombe entrc 47 dixaines, ou 470, et 4^ 
dixaines , ou 4^^ > ^^^ ^^^^ tomber entre le quarre 
de 47 et celui de 48 , d'au il suit que le plus grand 
quarre contenu dans aa37 , sera celui de 47 > ou des 
dixaines de la racine. II est Evident que pour retrouver 
ces dixaines , il faut operer comme si on voulait extraire 
la racine quarree de 3337 ; mais au lieu d'arriver a un 
resuhat exact , on trouvera un reste contenant les cen- 
taines fofmees par le double .produit des 47 dixaines 
multipliees par les unites. 

Pour effectuerle calcul^.on dispose Toperdtion comme 
On le voit ici : 
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16 



63,7 
609 



87 



282,9 
282 9 



On separe d'abord les deux derniers chiffres 29, et pour 
extrairelaraciaedunombre 2237 restant sur la gauche, 
on separe encore les deux derniers chiffres 37 de ce 
nombre ; de cette mani^re , le nombre propose est par- 
tage en tranches de.deux chifl'res , en allant de droite" a 
gauche . On op ere sur les deux premieres tranches comma 
on I'a fait dans le numero precedent sur le nombre 2209, 
ce qui donne les deux premiers chiffres ^j de la racine ; 
mais on trouve un reste 28, lequel, joint auxdeux chif- 
fres 29 de la derniere tranche , renferme le double du 
produit des 4/ dixaines par les unites , et le quarre des 
unites. On separe le chiffre 9, qui ne pent fair6 partie du 
double produit des dixaines par les unites , et on divisc 
282 par 94, double des 47 dixaines •, ecrivant le quotient 
3 a cote de 94 , et multipliant 943 par 3 , il vient 2829 , 
nombi€ preciseraent egal au dernier reste , etToperation 
est terminee. 

93. Pour montrer comment il faut operer sur un 
nombre^ quelconque , je vais extraire la racine de* 
22391824. Quelle que soit cett6 racine , on peut 
toujours la concevoir decoraposee >en dixaines et en 
unites , comme dans les exemples precedens. Le quarre 
des dixaines n'ayant aucun chiffre significatif d'un 
ordre infjerieur aux centaines , les deux derniers 
chiffres 24 ne pourront y entrer. On les separeca 
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done, et la question sera ramenee d*abord a cher- 
cher le plus grand quarre contenu dans la partie 
223918, restante a gauche. Cette partie etant com- 
posee de plus de deux chifFres , il en faut conclure 
que le nombre qui exprinie les dixaines de la ra- 
cine chercliee , en a plus d'un ; il pent done etre de- 
compose a son tour en dixainea et en unites. Le 
quarre de ces dixaines ne pourra faire partie des deux 
demiers ehiffres 18 de la partie 223918; e*est dans 
les chifFres 2239 restant a gauche , qu il faudra le cheF- 
cher ; et puisque 2239 a encore plus de deux chifFres , 
le quarre qu'il doit contenir en renfermera au moins 
deux a sa racine *, le nombre qui exprime les dixaines 
que Ton cherche , aura done plus d'un chifFre : e'est 
done enfin dans 22 qu il faudra chercher le quarre de 
celui qui represente les unites de I'ordre le plus eleve 
de la racine demandee. Par cette suite de raisonne- 
mens qu'ontpeut pousser aussi loin quon voudra, le 
nombre propose se trouvera partage en tranches de 
deux ehiffres en allant de droite a gauche ; il est boa 
neanmoins d'etre prevenu que la derniere tranche a 
gauche pourra ne contenir qu'un seul chiffre. 

Le nombre propose etant ainsi portage en tranches , 
et dispose comme on le voit ici , on opere sur les trois 



16 



63,9 
Go 9 



premieres tranches comme 22,39, 1 8,24 

dans Texemple du numero 

precedent; et lorsquon a 

trouve les trois premiers 

chifFres 473, a cdte du reste 

1 89,onabaisselaquatrieme 

tranche 24, eton considere 

le nombre 18924 , comme 

contenantle double produit 

des 473 dixaines trouvees 

par les unites cherchees , 



473a 



87 
9462 



3oi,8 

282 C) 

1892,4 
1892 4 

0000 o^ 
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plus k (|uarre de ces unites. On separe le dernier phiflVe 
4 ; on divise ceux qui restent a gaac^e par 946 double 
de ifi^ , et on fait ensuite la verification du quotient 2 , 
comme dans les operations precedentes. 

L'operation «e termine la dans c^t exemple ; mais il 
est aise de voir que s*il y avmt une tranche de plus , les 
quatrechiffres trouvfes 4752 , exprimeraient les dixaines 
d'une racine dont on cherchcrait les unites, etque par 
consequent il faudrait diviser le reste qu il y aurait 
alors , plus le premier chiffre de la tranche suivante , 
par le double de ces dixaines, et ainsi de suite pour 
chacune des tranches a abaisser successivement. 

94. II faut observer que , si apres avoir abaisse une 
tranche, le reste joint au premier chifFre de cette tranche 
ne contenait point le double des chifFres trouves , il fau- 
drait poser o a la racine*, car, dans ce cas, la racine n*aurait 
point d'unites de cet ordre : on abaisserait ensuite la 
tranche suivante pour continuer Toperatifo comme a 
I'ordinaire. L'exemple ci- 49)4^»09 I 7^^ 
joint estrelatiface cas. Oil 04,20,9 I i4o3 

n*a point ^crit les quantites 0000 

a soustraire , mais on a efFectue les sopstractiofis par 
la pensee , comme dans la division. 

96. Tous les nombres proposes ne sont pas des 
quarres parfaits. Ea jetaitt les yeux si*r la table de la 
page i35 , on voit qu*entre les quarres de chacun des 
neuf premiers nombres , il existe des lacunes com- 
prenant piusieurs nombres qui ii*6nt point de racine ; 
45 , par exemple , n'eet point un quarre , puisqu*il tombe, 
entre 36 et 49- II arrivera done le plus souvent que le 
nombre dont on demandera la racine quarree, n en aura 
point \ mais en operant comme s'il en avait une , le 
resultat sera 1^ racine du plus grand quadrrequ'il contient. 
Si on cherche ^ par exemple , la racine de ii.^j^ , on 
tiQuvera 4? $ ^^ ^ restera 67 , ce quf montre que 
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tt plus grand quarre contenu dana 2276 , est celui de 
4*7 ou 12309. 

Comme on pourrait craindre , apres avoir trouy^ la ' 
taeine du plus grand quarre contenu dans un nombre , 
d'avoir mis quelques chifFres trop faibles a la racine , 
voici un moyen tie reconnaitre si le reste est trop coasi- 
der^le , et si la racine trpuvee ett trop petite. Le 
quarre de ij^ -|~ ^ etant 

a* + a a 6 4" ^* > 
M on fait 4 = 1 , le quarri de <t + i sera 

a* + aa + X, 

quantite qui differe de a*» quarre de a , du double dc a, 
plus Tunite. Done si la racine trouv^e devait Str^ aog;*- 
mentde de I'unit^ ou de pkis que Vunit^ , il faudrait 
que son quarri , retranch^ du nombre propose , laissdt 
un Tfisie au moins egal a devx fois cette racine , plus 
- Funite, Toutes les fois que cette circonstaoce n'dum 
pas lieu , la radne extraite sera en elFet celle du plus 
grand quarre co&teou dans le non)})re propose. 

. 96. Pulque /pour multiplier u»e fraction par «ii^ 
. fraction ^ il faut multiplier lets numerateun^ entr eux et 
les deaoQunateurs entr*eux y il est (Evident que le pro«- 
duit d*une fraction par elle^Bl^me^ ou le quqrrd^'une 
fraction est dgalau quarrd de son tiumeraieur, divis^ 
par le quarr^ de son d^nominateur, II suit de la qu^ 
pour extraire la racirke quarree d'une firg^ticn , il faut 
extraire celle de son numerateur et celle de son deno^ 

aS 5 

mmateur. Ainsi la racine de g-- est ^ , parce que S 

est la rapine quarree de q5 , et 8 celle de 64. 
C'est one chose trAs-importaate a remarquer, qxxm 
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uon-seulement les quarres des fractions proprenient 
dites, sonttoujours des fractions , mais que tout nombre, 
fractionnaire irreductible , etant multiplie par lui- 
meme , donnera toujours un resultat fractionnaire aussL 
irreductible, 

97. Cette proposition repose sur celle-ci : Tout 
jiombre premier F , qui divise le produit AB de deux 
nombres A et B , divise necessairement Vun de tes 
nombres. 

Je suppose qu il ne divise pas B ,et que B le surpasse; 
en designant par q le quotient entier de cette division , 
et par B^ le reste, on aura 

d'oii on deduira 

^Bz=iqAP + AB\ 

et divisant les deux membres de cette equation par P , 
on obtiendra 

AB . \ AB' 

d'ou il resulte que la divisibilite de AB par. P, en train e 
celle du produit AB* parle m^me noihbre. Or B^ etant 
le reste de la division de B par P , est necessairement 
moindre que P\ ainsi, ne pouvant pas diviser^^'parP, on 
divisera P par B\ on auraun quotient (jf' et un reste B"\ 
puis on divisera P par B" ^ on auraun quotient 9" et im 
reste /?'*, et ainsi de suite, puisque P est un nombre 
premier. 

Cela pose on aura cette suite d' equations 

P=q*B' + B\ P^q^B'^+B", etc. 
multipliant chacune par A , on obtiendra 
AP = q'AB' + AB% APz^^fAB'-i-AB", etc. 

divisant 



rfA t G ^ B ft i» 1^5 

divisant p4r P , viendra 



A=,-^ + iif.^ = ^^ + diL 



> etc. 



risultats qui font voir que AB' etant divisible par P^ 
les produits jiB*\ A&"0tt. doivent Ffetfe aussi. Mai^ 
led restes B' , ^, 5*, etc. , deviennent de plus en plus 
petits ; et Ton doit toiler enfin suf Tunit^ caf les 
operations indiqu^es ci-dessiiB se continuent de la 
meme manier6 tant que ces restes surpassent i, puisque 
P est un nombre premier ; et quand on est parvenu a 
runite , On a le produit ^X x , qui doit ^tre divisible 
par P : done ^ ,lui-aiame, doit ^tire divisible par P. 

Il suit de la que si le nombre ptemief P\ qu'on sup- 
pose ne pas diviser B , ne divise pas non plus -r^ , il na 
divisera point le produit de ce^ nombres. 

, ( Cette ddmonstriatioti est , d-peie^pris, extrmte de la 
Theorie des nombres de Legendre. ) 

98. Maintenant, lotsque la fraction - estirreductible 

at n y a auctin nombre premier qui puisse diviser a-la- 
. fois * et a; et comme, d'apres ce qui precede, tout 
nombre premier qui ne divise pas a , n^ peut diviset 
a X a , ou a* , que tout nombre premier qui ne divise 
pas b, ne divise pas t X * ou i*, il devient Evident que la 

fraction — est aussi irreductible que -, 

99. II resnke de cette deirni^re ptopositidn qije toui 
ies nombres entiers ^ qui nesont point des quarres par-', 
faitsy n'ont point de racine ^ n0n^eulement en noipirH 

^ EUmens d'Jlg^bre. K 
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entiers, mais encore en nombres fractionnams. Ceperi-i 
dant on sent qu'il doit exister une quantite qui^ multi-^ 
pliee par elle-mime , produise un nomhte quelconque , 
^276 , par exemple , et que dans ce cas , cette quantity 
est comprise entre 4? et 48 ; car 4? X 4? » donne un 
produit jdaoindre que ce nombre ^ 48 .X 4^ en dOnne 
un plus grand \ et en partagea|||rintervalle qui se trouye 
entre 47 et 48 f par des fractions , on trouye des nombres 
qui ^* multiplies par eux-memes, donnent des produitt 
plus grands que le quarr^ de 4? , moindres que celui d% 
48 > et de plus en plus approchans du nombre 2276. 

L'extraction de la racine quarree , appliquee aux nom- 
bres qui ne sont pas. des quarres parfaits , donne done 
naissance k une nouyelle espece de nombres , de m^mo 
que la diyision engendre les fractions ; mais il y a cetta 
difference entre les fractions et les racines des nombret 
qui ne sont pas des quarres parfaits , que les premieres , 
qui se composent toujours d'un nombre exact de parties 
de Funit^ , ont ayec cette unite une commune mesure , 
ou un rapport exprim6 par des noilibres entiers, et qua 
les secondes n en ont point. 

En conceyant l*unit6 partagee en cinq parties , par 
exempie , on exprime ayec neuf de ces parties le <iUo- 
tient de la diyision de 9 par 5 , ou f ; | etant contcn* 
cinq f ois dans I'unite et neuf fois dans | , est la com^ 
wune mesure de 1' unite et de la fraction f , et le rapport 
de ces quantites est celui des nombres entiers 5 et 9. 

En considerant que les nombres entiers , aussi biea 
que les fractions , ont ayec Tuuite une commune me-] 
sure , on dit que ces quantites 3ont commensUTobles ayec 
I'unite , ou simplement commensurables ; et parce que 
leurs rapports ou raisons avec Tunite sont exprimes par 
des nombres entiers , on d^signe aussi les nombres en-i 
tiers et les fractions, sous le nom commun de nombres 
raXionnelsv . . " 
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All contraife , la racine quarree d'un nombre , qui 
i'est pas Tin quarre parfeit, est incommensurable oii 
trrationnelle , parce que , ne pouyant §tre representee 
par aiiciine fractiort , U s*ensuit qu eri qiielqiie nombre 
de parties. qa*oh tftippose Fiinite divisee , aucunes he se- 
toiLt aasez petiiteS poiir Aiesiir^i" en ihehie temps , 3*une^ 
maniere exacte , bette racine et runiie; 

Poiir indiqiier .eh general uhe racine a extraire , soit. 
qu'On puH'se I'obtenir exactement ou hoh , on se sert dii 
$igne V qu**on nomnie radical i 

V^l6 €stla m^me chd'se qtte4i 

|/ft "est inx^mmehsi&able oii irfationnelle. 

.... "^ " 

ioo. Quoiqu'on ne pviisse ^ par auciin nombre entie^ 
ou firactionnaire J, obtenir une expression tej^acte de v^a; 
on en. ^ippjroche cependant d'aussi pr^s quon veut -, en 
conyertissajit ce nombre Jen .fraction dont le detiomii^ari.. 
tern- soit, un quari-e ; et la racine du nttmejrateu^, prise 
seulement en nombre entier 5 donne c^lle dii ijombre 
pix>pose,.e;jqpriinee en unites fraptidnnairesd^ Tespece: 
marquee 'par la racine quarfee du denoniinateun. 

Si Ton convertit , par ^example , ie nombre a en aS^^; 
bn aura ^. La racine dfe 5o etaiit 7 ^n nombres entiers , 
et celle de aS etant exabtement 5, on aura f , bu 1 J 
poiir la tacine de a , approch^e aL iti6ins S'un S""**. 

101. II est visible que cette Operation, fondle sur ce 
qu on a vu dans le niimero 96 , que le quarre d*iine 
fraction ^%ait^€xpriitie paf tin^ nouvelle fractiofi qui 
avait pour nuirierateur le quaire flu numeratetir prinii-* 
tif , et pou| d^nominateiir leqiiafre du d^norilinateur 
primitif / a'applique a queiqu'esp^ce de {taction ^ue^': 
soit, et plus fadlement encDre aux d^males qii*a toutes. 
ks autres. En eiFet ^ il suit de son prihcipe/ que le 
quarr^ d*un nombre qui est exprimeen.dixiemss'^ doit 

K a 
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Vitre en centi^mes , que celui d*un hpmbre exprim^ 
en centiemes ^ doit Tetre en dix - milliemes y et 
ainsi de suite ; et que par consequent /e- nombre des 
chifft-es decimaux du quarre est toujours double de 
celui de la racine. Cette demiere remarque pent en- 
core se deduire du principe de la multiplication dea 
nom}}res decimaux , qui yeut quun produit renferme 
autantde chiffres decimaux. quil y en a tant dans Tun 
des facteurs que dans Tautre. Dans le cas actuel , le 
nombre propose , considere comme le produit de sa 
racine multipliee par elle-m^me , doit avoir deux fois 
autant de chiffres decimaux que cette racine. 

Ge qui pr^c^de ^tant bien compris , il est ais^ d'en 
conclure que si on yeut obtenir la racine quarree de 
237 , par exemple , a moins d'un centieme pr^s , il faut 
r^uire ce nom|>re en dix-milliemes , c*est-a-dire , ajou- 
terquatre z^ros a sa suite, ce qui donnera 2270000 
dix milli^mes , dont on extraira la racine comme d*un 
pareil nombre d'imites entieres ; mais pour marquer 
que le r^sultatdpit ^tre des centiemes , on s^pareta par 
une virgule les deux demiers chifFre^ sur ta droite. On 
trouvera ainsi , que la racine de 227 , a inoins d'un cen- 
tiime pres, est i5,o6 ; voici Top^ration : 



iJ,e?7,oo,oo 



i5o6 



12,7 25 

2 ooOy(9^ 3oo6 
1964 

Si le nombre propose contena^t d^ja des d^cimales; 
& faudrait en rendre le nombre pair , ainsi que Texige 
I'extraction. Pour extraire , par exemple , }fL racine de 
5i,7 , on mettrait un zero a la suite de ce nombre; 
pour qu'il eut au moins des centiemes , et on extrairait 
ensuite) 1^ racine de 51,70. Si on voulait avoir une d^ 
cimale de plus, on. mettrait deux z6ro« de plus k la 
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suite de ce nombre, ce qui fer^t 51,7000 , et Ton trou- 
yerait 7,19 pour sa racine, 

Ceux qui voudront s'exercer ^ pourront chercher les 
racines quarrees des nombres a et 3 , avec sept chifFres 
decimaux , ce qui exigera qu ils mettent quatorze zeros 
a la suite de ceg nombres , et ils devront trouver pour 
resultat 

1/2:*: i,4i42i36, v/3= i,732o5o8. 

lofl. Lorsqu'on a trouv6 plus de la moitie des chiffres 
qu'on veut avoir a la racine , on pent obtenir le reste 
par la seule division. Soit pour exemple 32976 , la ra- 
cine quarr^e de ce nombre est 181 , avec un reste 21 5 ; 
en divisant ce reste 21 5 par 362 , double de 181 , et 
poussant le quotient jusqu*a deux d^cimales , on aura 
0,59 , qu'il faudra ajouter avec i8i , et il en r^sultera 
181,59 pour la racine de 32976, exacte a moins d*un 
centieme pres. 

Pour prouver la legitimite de ce proc^d^ , fe designe 
par A^ le nombre propose , p^ a la racine du plus grand 
quarre contenu dans ce nombre , et par b ce qu'il faut 
ajouter a cette racine pour avoir la racine exacte dti 
nombre propose ; on aura , 4 apre$ ces denominationf ^ 

N=c^ + fiab^b\ • 
tfoii iV— a* = 2a6 + J% 

tt divisant pav 2a , on trouvera 
• AT- 
' s 

Ce resultat fait voir que le premier membre pourra 
toe pris gour la valeur deb , toutes les fois que la quan- 
tity — sera plus petite que I'lmite de Fordrc le moins^ 

iifiXe qui 9.e trouve dans b. Mais le quarre d'un nombre 

. B.3 
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we pouvant avoir au plus que deux fois autant de chift^ 
fres que ce nombxe , il s'ensuit qua ^ le nombivei 
de chifFres de a 9urpa$se le 4ouhle d^ ceiu( dq 6. 

La 

la quantite -— sera aIor$ une fraction. 
' ■: ' s^ ' 

Daps Vexemple precedent ^ a = 1 8 1 unites ou 1 8 1 oo^ 
9entiemes , et a par consegv^ent un cluiFre de plus que liai 

quarre de 69 centiemes ; au8§i la fraction — devient 

alors ^*~ , et se trouve beaucoup au-dessoiv^ d'une^ 
unite de la seconde partie 5g , ou d'un ceijiti^m^. ^'unit^ 
de la premiere. . , y 

" io5. Ceci conduit a unc. methode pour appror. 

cher de la racine quarree d'un nonibre par des fractions 

ordinaires , en continuant indefiniment le procede de 

rextraction des racines ; elle est fondee sur ce que a 

etant la racine du plus grand quarr^ contenu dans iV , 

'A* 
. h est necessairement une fraction , et 1ft quantit« — ««* 

alors be^ucQup plus petite que ft. 

• Soit pour example a extraire la raqme quarree. de a; 
|e plus grand quarre coi^tenu dans ce nombre etant 1 , 
apres Ten avoir r^tranche , il re^te 1 . Divisant ce rest© 
par le double de la racine , on trouve \ \ prenant ce quo- 
tient pour la quantite ft , il vient pour une premi^i>e 
approximation de la racine i + ^ > <>^ I- Elevftnt cetfe 
racine au quarri^ , on trouve f , qui , retranches de % 
ou \ , douneront pour reste — \, Dansi ce cas , la forr 
uiule 

AT— fl^ ^ ft^ 
^evi^nt 
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En prenant — -^ pour 6 , il viendra pour la teconde 
approximation f — 7^ = fj ; quarrant ~ , on trou-r 
vera fJJ , qnantite qui surpasse encore a ou j^, Sub^ 
stituant j^ a la place de a ^ il en resultera 



iaX34 - aa 

ee* qui donnera 

12X54 4p8 
la troisiime approximation sera done 

17 1 _ :t7X54— » _577 

la iax34~ 408 408' 

n est facile de continuercette operation aussi loin qu*oi| 
Youdra. Je donnerai dans le Complement de ce lVait6 
d'autres formules plus commodes pour extraire les ra- 
cines en general. 

ip4* Pour approcher^ela racine qiianreed'une frac- 
tipn^ ridee qui s^offre d'abord est d'extraire par approxi--* 
mation la racine quarree du num^rateur et celle du deno^ 
minateur ; mais en y refl^chissant un peu , on apperceyra 
bientdtqu'cn^yiteraTune de ces operations > en faisant 
en sorte que le denomin^teur soitun quarrS paifait, ce 
qui ne tient qu'amultiplier les deux termes de la fraction 
/Proposee par ce denominateur. Si on ayait, par exemple, 
a extraire la racine quarree de^-^ on changevait cette 
fraction en 

3X7 _ 01 
* 7X7 49' 
en multipliant ses deux temfts par lie denominateur 7 ; 
la racine du nun^emfeur de cette demiera fraction^ ^taht 

K 4 
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prise en nombres entiers , donne | pour cellede f- /et #e 

Tesultat est approch6 a moins de j. 

Pour obtenir un plus haut degre d'exactitude^ ^ fau« 
dtait converdr^ au moins par approximation^la fraction jr 
en nne autre dont le denominateur fut le quarre d'uq 
Xiombre plus grand que 7 ; onaurait ^ par exemple, a ~x 
pres, la racine demande^^ giFon conyertiss^it f en 2a5^*"*, 
puisque aaS est k quarre de i5 ; U viendrait ainsi ^ 
de 225'"*" ou ^ , a moins de ^ y la rai^ne de ^ est 
entre ^ et {y , mais plus pres de la seconde fraction 
que de la preipiere^ parce que 96 est plus pres de lOQ 
que 81. On aurait done ^r ou| pour la racine de | 4 
moins de jj pres. 

Si Ton vpulait employer tes decimales pour extrair^ 
la racine approchee du num^rateur de la fraction f|, on 
trouyerait 4>583 pour la racine approchee du num6ra«- 
teur 91 ^ et on diyiserait ce resultat par la racine du 
nouyeau denominateur. £n poussantle quotient jusqu'a 
trois decimales, on aurait o,655. 

4o5. Actuellement on est enetatde resoudre toutes 
les equations dans lesquelles il n'entre que la seconde 
puissance de Imconnue , combinee ayec des quantites 
connues, 

II suf&t pourcela de reunirdans un^eulmembre tou$ 
Jes termes affetUs de cette puissance, puis de la degager 
de ses muUijfdicateun par la rkgle du n^ 11 : on oitien§ 
la vcdeur detinconnue, en extray ant la racine quarree 
de l^autre rnembre^ 

Soit pour exemplfe -r^quation 

En feasant disparaJtre les divisei^rs , on trouyed**boiij 
. iSa:*^ 16855=84— 14^^ 



L 
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Traniposant dahs le premier membre le terme ij^af^tt 
dans le second le terme 168 , il yiendra 

i5a?»+i4a:*==84+i68 
ou agx*=:ft5a 

et . ' 0- = *^*^ 

II faut bienremarquer que pout indiquer laracine de la 
fraction ^, j*ai faitdfescendre le signe (/"ai^deasous de 
la barre quis^pare le numerateur du d^nominateur. Si j*a* 

l/oSa 
vaisicrit-i^ , cette expression aurait marqu^le quo- 

tient que donne laracine quarr^e du nombre dSa , quand 
on la divise par 29 ; resultat different du premier^ dans 
lequel la division doit etre effectuee ayantTextraction de 
la racine. 

Soit encore Teqiiation litterale 

a 07* •+• A' = c X* 4" ^ ; 
en operant comme sur la precedente , on aura successi-^ 
vement 

d? — b^ 






=p/i 



d^'^b^ 



Je feral observer a cette occasion, que lorsqu'on^reut 
indiquer la racine quarree d*nne quantity complexe , il 
faut prolonger la barre supMenre du radical sur toute la 
quantite. 

La racine de la quantity 4 ^ *-^2 i^4* c* , s'ecrirait 
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on bien encore 

en snbstitnantalabarresnperienreduradical oneparea-r 
tb^ renfennant tontes les parties de la qoantite dont 
il faut extraire la racine ; et cette demiere expressioi| 
est preferable a Tautre (35 ). 

En general tonte equation da second degre de I'es^ 
pece que je consid^re ici^ pourra, par la transpositioB 
de ces termes^ iUe ramenee k la forme 

^d^sigoant le coefficient qnelconqne de x*; eton fQ 
tirera 

P 



V 



SJ. 



106. Par rapport anx nombres absolus^ cette sDl9tion 
est complete, puisqu'elle ramene a pratiques surle nom- 
bre , soit entier , soit fractionnaire , que represente la 

quantity — , une operation arithmetique^ conduisant 

toujours i un r^sultat exact , ou approchant du yrai 
d*au88i pr^s qu'on yoiidra; mais en ajant 6gard.aux 
sigaes dont les quantites peuvent §tre affbctees , Vex- 
traption de la racine quarree laisse tine ambiguite d'a-- 
pr^s laquelle toute Equation du second degr^ est suscep- 
tible de deux solutions^ tandis que celles du premier 
degre nen ont qu'une. 

En effet, dans Tequation gen^rale x* = 35, la. va- 
|eur de gc etant la qoantite qui^ ^leyeeau quarre^ produit 
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a5 9 elle pourra ^ si on considere les quantites algebri- 
q^ement ^ etre afFectee indifFeremment du signe -f* ou 
du signe — ; car , soit qa*on la designe par -^ 5 on 
par — ^ 5 , on aura egalement pour son quarre 

r|-5x + 5=:4-25| ou — 5x — 5 = + 25: . 

pn pent ^onc prendre 

on a? = — 5, * 

Par la mSme raison ^ pour TequatiaB generic 



ou 



on a^ra indifFeremment 

oomprend c 
vante : 



On oomprend ces deux expressions dans la sni- 



--l/^. 



oii le double signe dt indique qu'on pent alFecter fllterr 
nativement du signe -j- ou ^u s^gne -r-, layaleur nivue^ 
rique de 

. D'apr^s ce qu*on yient de remarquer^ c*estune regie 
g^^rale qu'il faut donner a la racine quarree d'lin^ 
au^rUiU auekonque le dauhU signe db. 
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On aurait tort cependant lorsquon resoiit Vequatioxi 

p 

d'appliquer en meme temps cette regie aux racines 
de chaque mepibre, ce qui donnerait 

^ p 

et produirait par les diff^rentes combinaisons des 
signes -f- et — , les quatre resultats suivans : 






ag 



car 3 est evident (67) qu*an changeant les signes de cha-' 
tque membre des resultats de la seconde ligne on retombe 
fiur ceux de la premiere , oA x n'a que le signe +• 

107. II suit encore de la consideration des signes que 
si^ apresles reductions^ le second membre deTequation 
.generale 

P 

itsat un nombre negatif^ requation serait absurde, 
puisque le quarre d*une quantite affectee ^ soit du signe 
1+-, soit du signe — , etant toujours alTecte du signe + , 
on ne pent troiiver ni dans Tordre des quantites posi- 
tives ^ ni dans celui des quantites negatives ^ aucune 
quantite dont le quarre sott nigatif. 

C*e8t cette circonstance qu'on exprime lorsqu'on dit 
que la racing d*une quantUi^ negative estifM^inaife. 

3i on parvenait a Tequation 

a;* + 25 ^= ft. 
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onentirerait 

ou «*==•— 16; 
or ilny a aucun nombre qui, multiplie par lui-m6ilie; 
puisse produire — 16. II est bien vrai que >. — 4 multiplie 
par -f-4 donne — 16 ; mais ces d£ux quantit^s ayant ua 
sigTie different^ ne peuyent ^tre coilsiderees comme egales^ 
et leur produit nest par consequent pas un quarre. Oa 
verraplusbasde nouveaux ^claircissemenssur cette espece 
de contradiction , qu*il faut biein distinguer de celle du 
11^58, qu'un simple dbangement dansle signe de I'in^ 
connue a fait disparaitre ; ici c'est. le signe du quarre oc^ 
qu'il faudrait changer. | 

108. Pour ^tre complete, une equation du second de* 
gre a une seule inconnue , doit contenir trois sortes de 
termes^ sayoir : des tennes affectes du quarr6 de Tin- 
connue^ d'autres affectes derincbnnue au premier degre ^ 
d'autres enfia tous conuus : telles sont les equations 
X* — 4x=i iQ, 4^"^$ J?* = 4""2^- 

La premiere est, a quelques egards , plus simple qu^e la 
seconde, parx;e quelle ne renferme que trois termes^ 
que le/quarre de x y est pris positivenient, et n'a pour 
coefficient que TuQitd. C*est sous cet):e derni^re forme 
qu'on met touj ours lea equations du second degre ayant 
de les resoudre ; en sorte qu'elles pauryent etre repr^spn^ 
tees alors par cette formule : 

p et <; d^signaat df» quantity connues , soit positiyes, 
•oit negatiyes. 

II est yisible qu*6n am^nsera toute equation du second 
degr^^ cet 6tat> i^ en passant daipis: nn seiil m^n)J?ni 
tous les tennes affectes dex (10) ; a*"., en changeant I9 
9igne de chaque terme de I'^quat^oja poiur rendre positif 
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celui de x*, d*il ^taitd'abordn^gatif (67) ; 3*. en divisant 
tous les termes de Fequation par le multiplicateur de x^^ 
si ce quarre en a un (1 1), ou en multipliant par don divi- 
»eiir , s'il est divise ( 1 a) . 

En appliquant ceci a Teqitation 

4x — \a^==4 — a 07, 

elle devient, lorsquon passe dans le premier membr* 
les termes aiFectes de x , 

lorsqu'dn change les signes, 

|x»_6x=-4; 
lorsqu'on multiplie par le divisenr 5 , 

3x^ — Sbx = — 20, 
et lorsjju'on divise par le multiplicateur S.^ 
oc^ — 10 a: =3 — ^. 
En comparant cette Equation ayec la foirmule generak 

^ + px = q» • 
on aurait pour ce cas particulier ' 

log. potti* parvenir d la solution des ecjuations ainsi 
{)reparees , il faut se rappeler ce que f ii fait I'eniafquef 
(34), savoir : qiie le quarr6 d une quaritit^ 6omposee de 
deux termes, contient toujours le quarre du premie^ 
terme , le double du premier terihe multiplie par le se- 
cond, et le quarr6 du second; et que :par consequent le 
premier membre de T equation 

dans la^elle d et 6 sont des quantit^s- c6nnties , est uri 
quittr^ parfait, celui de a:+ a, oti qu'il' en result© 
(x + a) (x+6) = ft. ' 
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hrenant la racine quarr^e du premier membre, ctindi-^ 
quant celle du second , on aura 

equation qui n'estplus que^u premier degr^, par rap- 
port a Tinconnue x , et donrie, en transposant, 

ac=z — a ±1/6. 
Uoe Equation dii 8fec6nd degr6 serait done facilement re- 
•olue si «Ue etait rainenee a la forme 

ic* + fl a a; -i- a* = 6 , 
c'est-a-dire , si son premier membre etait un quarre* 
Mais le premier membre de Tequation generale 

renferme deja deux termes que Ton peutregarder comme 
f aisant partie du quarr^ d'un binome , savoir x^, qui sera 
le quarre du premier terme a:, etp x quj serale double 
du pcretniet m^tiplie pair le second , lequel he pent ^tte 
par consequent que la m6itie de p, on f p. PoUr ache- 
ver le quarre du binoine x if 4 p, il faudrait encore le 
quarre du second terme {;>-; mais ce quarre peut §tre 
forme, puiaique pet i;?sontdes quantites connuea, e\ 
peut eustute -^tre ajoute au pren;iier membre, pourvU 
qu'on Tajoute en m§me temps au second, afin de con- 
server I'egalit^ ; et cederjiier membre demeurera encore 
tout connu. , . , . . , 

Le quarr6 de t p itant ^ p* ,, 86n additiiM3> aiiie deos* 
membres de T^uation pr opo3^e , \ A , > 

la change en ^ 

r^sulfat dontle premier membre est le quarr6 de x + |pj 
prenant done la racine dcs deux membres , y^ . - - 
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et transposant ^ il yient 

d*ou je tiff successiyement 

€t a: = -|p— ^/<;^ + lp^ 

J'ai donni le signe + au second termed p de la ra» 
cine du premier membre derequationproposee^acause 
que le decond terme de ce mexnbre etait positif ; ilfaut 
y mettre le signe — dans le cas contraire , parce que le 
quarre a:* — a a x -f- a* repond au binome x — a. 

La resolution d'une Equation quelconque du second d&« 
gre^ s*obtiendraen rapportaht cette Equation ala fprmule 
generale ' 

ou bien en appliquant immediatement a r^quationpro* 
posee , Foperation que Ton ^ faite sur cette ^rmule, 
qui pent s*enoncer comme il suit : 

Rendre le premier membre de t Equation proposee un 
qucar^parfait^enyajoutanty ainsiqu'ausecond, lequarrd 
dela moitie de laquantite donn4e qui multiplie la pre-- 
miire puissance de Pinconnue; 4galer ensuite les racines 
quartzes de chfiujue membre , en observant que ceUe da 
premier est composSe de VinconnuLe etdela moitie de la 
quantitS donn^e, qui la multiplie dans le second terme, 
prise avec le signe de cette quantity , et que la racine 
du second membre doit etra precid^e du signe db, et 
indiqu^e par le signe y^, si elle ne peut s'obtenir imme^ 
diatement. ,. 

En Toici des^exemples. 

110. Trawler un nombretel, qu*en Vajoutant 7 fits 
a son quarre i la somme ^oit 44- 
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X designant le nombre cherche , Tequation sera evi- 
demment 

Pourlaresoudre, je preadsi moitiedu coefficient 7 qui 
niultiplie x, et Televantau quarre , j'aila quantite^que 
j*ajoute a chaque membre , ainsi qu'il suit : 

et en reduisant le second membre en une seule fraction, 
il vient / 

Laracine dupremier;r)i)en(ibree8t> siiivantlar^gle ci-dessus>' 



7 " . i5 

- — , et on trouve nour celle'du secnnri — ^ • 

r equation 



X + ^ , et on trouve pour celle du second — • on a done 



a? -4-^=2 ±: — , 



de laquelle on tire. 

oua;=:-^+-=-=4 

7 *• i5 22 

a; = — ^ =:: — — = — ii. 

Da f» 

La premiere valeur de ar^esoiit la question dans le 
sens de son enooc^^ puisqaon a par cette yaleur 

7 a: = 28 



somme 44- 

EUmens d'Msebre. » 
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Quantilaseconde^ comme elle estaffectee dasigoe— -^ 
le terme 7 x devenant 

doit toe retranche de a:»; en sorte que Fenonce de la 
question rtsohie par le nombre 1 1 , est celui-ci : 

Trouverunnombretel, qu*en retranchant 7 fois c# 
nombre de son quarre, il reste44' 

La valeur negative modifie done ici la question d'unt 
liianiere analogue a ce qu'on atu pour les Equations du 
premier degr^. 

Si on mettait Tenoned ci-detsis ea kpation, on ob« 
tiendrait 

•t en la resolvant , il viendrait , 

a a 
a:= — =11 

j» a a. 

La yalcnr n^pative de rt est devenue positive , parce 
qu'elle satisfaitlitteralement au nouyel enonfce, et la va- 
le ur positive, qui ny satisfaitpas de meme, est devenue 
T' ,i/,ative. 

On voit par-la que , dfixia le second degre, TAlgebrc 
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reunit (lans la mime fonoule ddux <{uetddtis qui oat 
entj^elles im6 certaine analogic. 

111. Quelquefois le» eaafle^ cpii raenent 4 des equa- 
tions du second degre sojit susceptibles de deux solutions; 
le soiyant est dans ce' cas : 

Trouver un nombf^ tel, qu^ si Von ajoiUe i5 d son 
quarr^, la somme soit egate a 6 fits ce nombre. 

Soit X le nombre cherch^^ T^^ation du probleme sera 

x^ + ^5 = Sx. 

Enmettant cette-^qttatioii sous la forme prescrite, 
Q* 108, on aura 

«• — 8xH-i*6='— i5^i6 . 
x* — 8a:+ 16= I 

X — 4=^1 - 
., x=4±.i, .. ,, 

n J adonc deuxiiDiid>r^tf.diff^eii8 5 et3, qoijouissent 
de la pro^ttiet^ comprise dans Tenonce^ . 

11a. Quelquefois aiuisi on rencontre des eckmces qui 
ne peuvent €tre resolus d'aucune maniere dans ieur ^ens 
precis, €* qm doiveht ^tfe modifies ; cecafi est celui oules 
deux racines de Tequation sont negatives , comme cellei 
de tewoif ante : 

Cette equation, qui exprime ^elequarr^dunombre cher- 
che augmente de Sfois ce nombre, et encore de6,doit 
donner une somme ^gale d a ^ ne pent ^demment ^tre 
?erifiee par addition*^ eomm» oUe e6t posee, puisque dejd 

L a 
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6 surpaMe fi ; et en effet, n on la resout, on trouve 
snccessiTement 

x* + 5x=— 4 

5 3^ 

Les flignes -» dont sont affectes les nombres i et 4 > 
font Toir que le terme 5 x /doit etre retranche des autres, 
ou que r^nonc^ doit, ponr les deux yaleurs, ^tre redige 
ainsi: 

TVouver un nombretd, que si on le retranche Sfois de 
sonqiutrrd, et qu'on c^otUe 6 an reste, on ait a pour 
r^sultat. 

Get inonc^ foumit I'^quation 

.. a:*— 5a: + 6=2a, 
qui donne pour x les deux yaleurs positives i et 4- 

11 3. S<M encote ce probl^me : ' 

Partagerun nombre p en deux parties dQntUproiuit 
soil egal a q. * . i 

£n designant une de ces parties par x , Tnutre^era exr 
prim^e par p — x, et leur produit iera px — ^x*; on aura 
done i'equation 

p X — ir*=^, 

ou^ en changeanfjes signes^ 
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r^sjolYanf cette cterni^re , on tronvera 

Si > poor pardoidjiiiflw la question , on faisait 
pe=io, 9=21, 
on aurait 

ou a: = 5 ± a 

x = 3, 

c*est-a-dire, fjae Tune des parties serait 7, et I'autre serait 
par consequent 10 — 7 ou 3. 

Si on prenait au contxaire 3 pour x, Tautre partie serait 
10-— 3<ni7; en sortequepArrappert itr^n6nc6aetuel, la 
question n*a, a proprement'parler,quune solution, puis- 
que la seconde n'est qu'un changement* d'ordre entre 
]es parties. 

ii'inspection attentive de Id t^eur'de x feit voir qiie 
dans la question dont il s'agit, on ne pent pas prendre 
indistinctennent les nombtes p et q ', car si <7* siirpassait 

^ , ou le quarre de - p , Ja quantite ^ — 9 ;» serait ne- 
gative , et on retomberait sur le'caract^re d'absurditi re- 
marque dans le n^ 107. 

Si on prenait, par exemple, 

pz=ioetq = Zo, 
il viendrait 

x=5±: k'aS — 3o = 5±:V/=3; 
le probleme serait done impossible avec ces donnies, 

114. l»*absttrdite des questions qui condwent k des 

L3 ^ 
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racines imaginaires ne se m^nif^^te que par la concItN' 
sion ^ et Ton doitdeairer de cpnnaitre par des caracteret 
tenant de plus pr^s k Tenonce , en quoi consiste Tabaur- 
dite du prpbleme^ de laqoeile r^mlte celle de ia solation; 
c'est ce que fera yoir d'un« m^iere precise la considera- 
tion suivante : 

Soit d la diiFerence desdeipc parties du nombre pro- 

pose , la plus grande sera - -J- -, la plus petite (?) ; 

or il est bien prouve (29 , 5q et34) que 

done le produit des deux parties du nombre propose , 

P* 
quelles qu'elles aoaent, s^fartOi^oim looiodr^fae ^>o<i 

que le quarr6 de la moitie de leur somme, tant qiie dne sera 
pas nul ] et quand cette circonstance a lieu, chacune 

de Qea deux parties itapt |^6«Jes i | , leur produit p est 

que ^. II est done absurde de demauder ^u'il soit plus 

4 
grand; et c*est avec rajson que TAlgebre, repondant alors 

d'une mani^re contradictoire aux principes^ prouye par- 
la que ce qu*on ckerche n exists paa« 
L'equation 

a^ -^ p DP ^"^ q i 

fournie par la que^ttoa pr^^dentc , comprend toutes 
celles du second degre ou q est negatif dans le second 
membre , les seules dans lesquelles on puisse rencontrer 

des racines imaginaires , puisque le terme -^ place 

4 
sous le radical^ conserve toujours le signe -f- quel que 
soit Celm de p. £n eifet en supposant qM p fut o^gatif^ 
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on anrait alors r^quation 

qui ne saurait admettre aucune solution positive y puisque 
son premiermembre ne renferme que des termes additifs. 
Pour savoirsi Vinconnue x pourrait Itre n^gatiye^ il sufli- 
rait de changer x en — J^, ce iqui rendrait j^ positif , et 
donnerait Tequation 

y^ — py'¥q = o, ou y^ — py = ^q, 

qui est pr^cis^ment celle da num^ro pr^cMent; o;: 
d'apres ce qui precede il netlaurait exister de yaleor 
poy:^ : il n'y en a done pas non plus pour x. ^ 

On yoit par les remarques ci - dessus comment et 
pourquoi^ /or£^U£ leterme tout connu d'une Squationdu 
second degrd est n^gatif dans le .second membre, et 
moindre que le quarre de la moiti^ du coefficient de la 
premiirepuissance de finconnue, cette equaUon ne peut 
avoir que des racines imaginaires. 

11 5. Les expressions 

et en general celles qui comprennent la rapine qnarree 
d'une qnantite negative , se nomment quantites imagi^ 
fuiires (*). Ce ne sont que des nmnboles d'absurdite qui 
tiennent la place de la yaleur qu on aurait obtenue^ si la 
question propos^e e(lt ^te possible. 

On ne les neglige point dans le calcul , parce qu'il 
arrive quelquefois qu'en les combinant d'apres certaines 
lois , Fabsurdite se ditruit , et le resultat devient r^el. On 
«n trouvera des exemples dans le Complement. 



(*) II serait plus exact de dire expressiont ou aymhoU9^mogjlneire$^ 
fvuf^iM ce ne sont pas des quaodies. 

L4 
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116, Comme il importe beaucoup aux comraen^ans 
d*acqu6rir des notions exactes sur tons \es faitsd' Analyse 
qui paraissent sortir des idees communes > j'ai cru qu*il 
fallait aussi ajouterquelques eclaircissemens a ce que Von 
a dejavu (106) sur la necessite d'admettre deux solutions 
dans les equations du second degre. 

Je vais montrer que s'il existe nne quantite a qui, 
substitute d la place de x, scUisfasse a V equation du se- 
cond degre x* + p x = q , etsoit par consequent la valeur 
dkx, cette inconnue aura encore une autre valeur. Si Y6h 
«u^trtue , en eiFet , a a % place de x , il en reSultera 
c* ^-pa^zq-, et puisque, par Thypothese , a est la$^ar 
leur de Xy q sera necessairement egal a la quantite 
a^ -^p ai on pourra done ecrire cette quantite au 
lieu de q^ dans Tequation propos^e, qui deviendra par-la 

a:* + pa; = a? + p a. 

Transposant tous les termes du second membre dans le 
premier, il viendra 

a;*-fpa:-— a* — pariio, 

qu'on peut ecrire ainsi : 

a;* — a* + p (x — a)==o; 

et a cause que 

x^—a^z=i{x^a) (x— a) (34), 

on Yoit sur-le-'champ quele piremjer membre est divisible 
par x— ^a, et donne un quotient exact, savoir : x + ^ + P • 
on a done, d*aprescela, 

+ px^q^zzx^'^a^'+p (x— a) == (x— a) {x+a-^py 
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Maintenant il est evident qu'im produit est 6gal a zero, 
lorsque Fun quelconque de ses f acteWs deyient nul \ on 
doit done avoir 

(a;~a) (a;+a-(-p)=:o, 

non-seulement lorsque x = a ^ ce qui donne 

maia encore lorsque a? + a-f" P = o > ^'o*^ ^ risulte 

II est done prouve que si a est une des valeurs de 
a? , — a — p sera neeessairement Tautre . 

Ce resultat s'accorde avee les deux valeurs comprises 
dans la formule 

car en prenaat pour a la premiere , — | p + V^?+4P*> 
par exemple , on trouverait pour Tautre 

ce qui est en effet la seconde racine. 

Je reviendrai dans la suite sur ces remarques , qui 
contiennent le germe de la theorie generate des equations 
d*un degre quelconque. 

117. La difficulte de mettre les probl^mes en ^uation, 
est pourle second degre, et en general pour quelque de- 
gre que ce soit , la meme que pour le premier, et con- 
siste toujours daris la maniere de demeler toutes les 
conditioaa distinctes, comprises dans Tenonce, etdd 
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les exprimer a Taide des caracteret alg3>riqueB. Les 
questions precedentes n'ofFraient aucune difiunilte a cet 
^gard, et Ton doits'etre suffisamment exerce des le pre- 
mier degre ; cependant je yais encore resoudre quelques 
questions qui donnero^t lieu i |riusieurs observations 
utiles. 

On a employe deux Guvriers , gagnant des salaires 
diffdrens; le premier ay ant dti paye au bout d'un certain 
nombre de jours , a tegu gSfr.; et le deuxiime ayant tra^ 
vailld six jours de moins , n'a eu ^^e ^^fr, ; s*U avo^ 
travaille tous les j ours , et que I' autre edit manqudsixjour^, 
ilsauraient requ tous deux la mime somme: on demande 
combien de jours ckacun a travaille, et le prix de sa 
joumde, 

Ceprobleme y qui semble d'abord r^nfermer plusieura 
inconnues, se resout facilement par le moyen dV^^ 
seuk , parce que les autres s*expriment imm^diatement 
par cefle-ci. 

En designant par x le nombre dfi$ jours de traTaoOi du 
premier ouvrier , 

jc -— 6 sera celui des jours de trayail du second ^ 
S- sera le prix de la joum^e du premier ouvrier , 

^•~^ cdui de la journee du second ; • 

8i ce dernier eiit travailU pendant x jours , ii aucait 
gagni 

^^ 54 54x 

et le premier traTaillantseulementx—6jour8, n'aurafteti 
que (x — fi)^ ou 2_b — i: 
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^lant d'abord faire ^paraitt'e les denommateurs de 
cette equation, et il vient 

54a:»=96 (X— 6) (oc — €)-, 
les nombres 54 et 96 Atant tous deux divis&les par6 , ce 
resultat se simplifie : on trduve 

9x»=:^iSCa;— 6) (X — 6). 
On pourrait preparer cette demiere equation suivant la 
regie du n*' 108 , pour la resoudre; mais I'objet de cette 
rc^e n etant que de faciliter Vextraction de la racin^ de 
chaque membre deVequation proposee, ellee^t inu- 
tfle ici, on le$ deux membres ae presentent d'aboid^oits 
la forme de quarr^s ; car il est visible que 9 x^ est le 
quarredeSor, etque 16 (x— 6) (ir — 6)estlequarre 
de 4 (a;-«-6 ) ; on aura done tout de suite 

3x-^^;4(^— 6); 
d'ou il resulte 

3w!?=4^"— ^4,x = 24 

s4 
oxrs — 4^ + ^4>^=~^- 

Par la premiere solution de la ijuestionjle premier ou- 
vrieratraYaillependsiDt94P^3>^^g^g^^P^c^Q^^^cii^ 

2- ou 4 francs par jour, tandis que le second n'a tra- 

54^* 
yaille que 18 jours, et a gagne-- ,ou3francsparjour. 

La seconde solution repond a une autre question nu- 
merique liee a l*equ«ation proposee d'une maniere ana- 
logue a celle que j*ai remarquee dans le n^ 1 1 o. 
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ii8. On remet a un. banquier deuoi Hillets sttr tu 
meme personne ; le premier de 55o francs payable dans 
sept mois , le second de '^o francs payable dans quatre 
mois; ei it donnepour le tout une somme de 1 zoo francs •• 
on demande quel est le tcaix annuel de I'interSt d*apris 
lequel ces billets ont ete escompt^s.' • . • 

Afin d*eviter les fractions dans Texpression des interets 
pour sept mois 6t pour quatre, jft representerai par i2x: 
celui que produit annuellemeat une somme de 1 po francs, 
€t Finteret d*un mois sera alors x. Cela pose , la valeur 
pr^sente du premier billet s'obtiendra en faisant la pro- # 
portion 

+ -- , 55ooo , ^ »^i . N 
jx : 100 :: 55o : ; (Anth, 120) ; 

la valeur pr^ente du second Mll^f rteillBra d« meide 
de la proportion 

■ 7T200'0 

ioo+4^ : loo'.'.jiio: j^^^^^j^. , ,, 

En reunissant ces deux yaleurs , Tequation du problemc 

sera 

55ooo / 72000 

; ' — --7-=Xfloo. 

1004-707 100 + 4^ 

Les deux membres pouvant se diviser par 200, on a 

275 56?^ ^g. 

100 -t 7-33 • 100 + 4^ ' 

puis faisant disparaitre les denominateurs ^ on trouye 
successiyement 

275(1004.4^)-)- 36o(ioo4-7^)=6(ioo+7x)(ioo+4^''* 
27^00 + 1 100 a; + 36000 + £i520x = 
60Q00 + 6600 X 4* i£8^ , 

ce qui se reduit a 

168 JC* + 2980 a; = 35ocJ ; 
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•t diyisan( tout par 2 ^ on obtient 

84x"+ 1490 a: =i 1760, 

€e qui donne eniln 

.^., ^49Q^_^75o' 
. . ^^^"^— 84 " 

£n comparant cette equation a la formuTe 

'I ' ' a:* + px = ? f 

il yient 

„-.^49o „_.i75o.. . 

et rejcpressign. p . , 
se ckabge^^i 

^_ 745^iy^ 745 .745 .1750. 
'^- 84 "^K- 84.84 X' 84 ' 

Ibfaut d'aibord reduirea une jfeule les*fraetio|i8 com- 
prised sous le radioal: on aura 

j 4^,j4t^'\- 1760.84 7o^oa5 

84.84 ~'^^:^'' ' ' 

et en observant que le d^nominateur de cette fraction 
est un quarre paifait , il ne restera»qu*a extraire la ra- 
cine quarree du num^rateur. 3i on s'arr^te aux ^1-^ 
Hemes, on trouver^ ^37,869, pour celle de 702026 \ et 
eii lui donnant le denominateur 84, les valeurs de ;^ 
seront ^ . . 

. 245' '837,869-_ 2M6g 

*- .l4v+" 84 -••84 

■^ ;745 - 837,869 _ i58a;869 
"^-"".M 84"--":.. -84, • .-.. 
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La premiere de ces valenrs est la aeiile cyi resolve 
la question dansle sens de son enonce. En divisant son 
dinominatenr par i a, on a {Arith. 54) 

7 . 
c'est-a-dire que Tinteret annuel est de i3, 37P-T- 

1 19. La question ^uivante est digne d'attention , par 
les circonstances que presente Texpression de Tinconnue, 
Partager un nombre en deux parties dont les quarres 
soient dans un rapport dome. 2 
Soit a le nombre dpnne , 

m le rapport dcs quarres de ses deiix parties , 
X Tune de ces parties , 

Tautre tera a — x\ 

et d'apres V enonce de la question^ on aura Vkfaa&m 

X* 

(a-*.a7) (a — x) 

II se presente pour fai r^aoudre detix yoies : on peut 
ou la preparer pour lui doaner ia forme a^ -^pxtrsg, 
et la resoudre ensuite pm: la methane gen(&rale ; ou bien 
profitant de la remarque facile a faire , <|ue la fraction 

(a-—a:) (c — x) 

est to quarrA, puisqne ion numirateur et don d^noihi- 
sateur sont des quarres ^ on en concliira sur-r-le^champ. 



£n r^solvant s^parement les detrx equations du premier 
degr6 comprises dans cette foxmule ^ sayoir : 
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x= — (a — x) i/ot,. 

al/ TO 
on en tirera a? = -=. 

— a l/^ 
xt= !-=. 

Par la premiere solution , la seconde partie du nombr^ 
propose est ^ 

i+V^m i + V^TO i + v/in 

et les deux paftiei 



i-f-|/m i + |/to 

9ont^ comme Fexige I'^onc^ de la question , toutes 
deux pjius petites que le nombre propose. 
Par la seconde solution ^ dn a 

et les deUx parties dors aont 

a i/ln ^ a 

-— -- et -^ — 



1 — y^ m I — V^ TO 

Leurs signes etaijft eontraires^ le nombre a n'«8t plus., 

a proprement parler ^ leur somme , mais leur dilF^rence. 

Lorsqu on fait msa 1 > c'est-a^nlure qu*on suppose que 

les quarres des deux parties cherchees sont eg2|uX| on a 

la premiere solullQiiddnu^ dewi; parties e^es^ 
a a 



« 



T 
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resultat evident par lui-meme, tandis que la seconde 
solutioQ donne deux resultats infiois (68) , savoir : 

— a — a a' a 

ou . et ou - : j 

I — 1 o*' r — 1 o 

ce qui doit ^tre , car 11 n'y a qu'en regardant deux 

quantites comme infiniment grandes , par rapport a 

leur dilFenence a, qu*on peut supposer le rapport de 

leurs quarres egal a Tunite. 

En effet , soient a; et x — a , ces deux quantites ; le • 

rapport de leurs quarres sera 4 

et en divisant les deux termes de cette fraction par a;* , 
elle deviendra '' 

I 
aa ^^ a* ' 

oril est visible que plus le nombre x sera grand, plus 
les fractions — }^> seront petites , et plus le rapport 
ci-dessus approchera d'etre egal a 7 , ou a 1 . . 

120. Pour' comparer maintenant a la marcbe^ qu'on 
vient de tenir , la methode generale , on developpera 
Tequation 

, (a— x) (^a-^^x^ 
on aura successivement 

a:*==:7n(a — a:)(-*a — x) 
tx^'m c^m — ^ aamx -|- mx* 
X* — mtx^ + ^avix = c^ra 
(1 •— m) j:*+aam;c. == a*iii . 
, , 2 a TO X a^in 



i — TO 1 — TO 



et 
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.-. ^ nam d'm 

•^ 1 — Tn'/ 1 — n 
la formule gea^rale donnera 



fl^ ^^1 -/ ^^ . ^ 

I— jrt K (i — 7n)(i — m) ^ I- 



Ces valeuni de ± paraissent bien dilTerentes de ceHes 
qui ont ete trouvees plus haiit , cependant elles 8 jr 
tameneitt ; et c'est en quoi i'exemple qui m'occupe peut 
itre utile pour montrer rimportance des transforma- 
tions que les diverses operationa algebriques produisent 
dans Texpression des quantites* 

II faut preiiiierement r^duire ati m6me denominateux' 
les deux frd9tion8 comprises sous le radical , ce qui s'ef-^ 
fiectuera en multipliant par i -•- m , les deux termes d«r 
ki seconde ; ct il yiendra 

g*m' . a*m fl*7n* ■4- a^m ( f ^^ m ) 

(x — m) (i — m)"*"i— *ia ( i— m) (i— ./n) ^^ 

(i — m)(i — m) (i— m) (i — m)* 
Le denominateiir etant un quarre ^ il restera seulenletft 
a extraire la rapine du numlrateur^ et on aura 

K (i— 7n)(i — m) '^1— m 1 — m* 
tpais Texpression ^a^m peut encore se amplifier. 

II est visible que le qiiarr^ d*un produit se cofnilose 
du produit des quarrisde chacun de ses facteurs^ pui»-* 
que ^ par exemple , 

et que par consequent la radine de &' c* <^ n'est autre 
cbose que le produit des racines &/c et ^ > des facteurs 
b*, c* et d^. En appliquant cette remarque au produit 
a"" m , on yoit que sa racine est le prodtiit de a , racial 
EUmehs d'Alg^bre. - M 



1 
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de <^, par \/mqui est Tisdicadofi de k x;acin^ 4t m, 
ou que 

II ant de ce& diverses transformations que 
am ,j^^ \^ m 



stu- 



ouhien 



1 — m 1 —711 

am — n Y fn 
'"*" 1 — m 

X = — 

1 — m 

Quel^pie sim{^8 qa'eUes mmt , ces ex][»?esaions ae 
«9iit pas enconB-celles du.numero precedent ; et m^me 
si on cherche a les verifier pour k €&» ou m ss i ^ eUeft 
deyiennent^ 

— a + a o ' 

1 — 1 O 

— a — « — aa 

a: = — — *•= . , 

. 1 — - 1 « o 

On retrottve dans k ^^coitde k symbok de I'infini 
comme preced eminent , mais k premiere pn^seute cette 
forme indet^rminee , | , dpnt <» a deja rudey exemple* 
dans ks n"* Gg et 70 ; et avant de prononcer sur sa va- 
kur, il est & ^ropos d'exeEminer si elk ne fotnbe pas 
daas k cas du n* 70 : si ce a'est pas un facteur eoaMmun 
aH niiih«rale«r et au dendmlnateBr ^ que k euppositiaA 
de m =: I ^ rend ^gal a ziro. 

- , •*— urn + a y/Hn 

h expression ■ 

1 — f» 

. ^ c<— m-V" j/Tn) nCx/ln — m) 

re\ienr --^ ^ ^ •== ^ ■ ^. 

1 — mr 1 — m 

t)n Yoit deji. que k numerateur ne devientz^ra, que 
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p(XtUhctetityi^ — m; il font done cWcher si ce 
dernier n'aiirait pas quelqne factetir comtnun avec ie 
dinominatent i -^m. Pour A^tetl'^mbatras que potor*- 
irait causer le signe radical , je fais {/In =^ n , et J'en 
conclufl , en prenant les quarr^d , m = >i.^ ; ceci change 
lesquantiteB 

\/ tn^^m rt 1 — fn 

or »i^n»ac=n<i— lO et i~ft*a=(i-^) (i +*0 {5i© i 
en remettant pour n sa valeur |/ m , on 4 
|/i»--m3=(4 — \/ln) \/~m 
i — m:t=(l>— V^m) (i+ /ISi) 
•t par consequent 

a( ^m — m)^_ af i — l/mj \/ln 

resttltat semblable k Oelui du n*' 1 19. 

On neduit d« sjftiSme la secdnde vafetd: de ^ , fen olH 
teryatit que 

i>— a yrfi 

- ■ " " " " > ' ^^ 

i 1 K 7» 

comme dans le n" gii^ ( * ). 

f' ■ .. 1 1. II 1 1 - ■ - 1 1 1 1 I I ,^ 

0") L^eiabfile que \t vi'«)igtle t)rdtfef si &uf6ll)s, tiipotA t tth pto^ 
bl^me i^olu par Clairaut dans son AIg^bi«, et<lM>t l^oBo^esle^ 
Jui-ci : Trouv^r sur laJigne ^ui joini deux lumiires fusicon^ues , U 
point\A ces deux lu^Ures iclairenti^lemenlt, Tai dlpouilli^ ce pixH 
tiiimedtsait'oBstanceqjiiysii^att ^Ai iom {trftn|^ii«8 Jil\>biet dee^ 
«uit«g6» ttifaitie pecrveittqae d^wtMrfonentba ^'esagent let til»- 
.eoDttMMCi^JgobciqaM^ «rte4«Biai^pitl»le0 «i «|iei«mteefe , et f«i^p 
pour cette nuson,j^aid^diopp^plii8^eneraTait flit Clairaut. 

M a 
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II n*e8t pas difficile de voir que j'aurais pn enter lei 
radicaux dans les calculs precedens ^ en representant 
par m* le report des quarres des deox partly du 
nonibre propose : al9rs m en eut ete la racing, quarree ^ 
qu on pent toujours regarder comme connue , lorsque 
son quarre est donne ; mais on n*aurait pas d'abord 
senti le but d'un pareil {haDgement de donnees , dont 
les algebristes font souvent usage pour simplifier lef 
calculs ; c'est pourquoi j'invite le lecteur a recommeo* 
oer la solution du probl§me , en mettant m* au lie« 
de m. 

De I'extractioti de la racine qitcnr^e des quantiUs 
algSriques, 

1 fii . La question precedente suffit poor indiq^er com- 
ment il faut se conduire dans la solution des questions 
litterales , et a present^ une ti;ansformation qu'il im- 
porte de remarquer , sayoir , celle de 

y t^men a ym ( page ijj ) 

puisqne par son moyen on peut reduire au plus petit 
nombre possible les facteurs contenus sous le radical , 
«t simplifier d*autant Textraction de la racine qui reste 
a opirer. 

Cette transformation consiste , comme on a vu a Ten- 
droit cite ^ a prendre sipar^ment la racine de tous les 
facteurs qui sont des quarr^s , et d 4crire ces racines hors 
du radical, comme multiplicatears de ce radical ^ sous 
iequel on laisse tels qu'ils sont, les facteurs qui ne sont 
pas des quam^s. 

Cette r^gle suppose premierement , que Ton sache 
^econnaitre si une quandte alg^brique est un qiiarre , 
•t dans ce cas en extraire la racine ; et pmir dela, il 
faut distinguer les quantit^s monomes des poljnomes. 
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iss. II resulte ^videmment de la regle'des exposai^t 
dans la multiplitation , que la seconds puissance d'une 
quantite quelconque a un exposant double de celui d^ 
cette quantum. 

On A, par exemple^ 

a»Xa' = a», c*Xfl*=a*, a»Xfl' = a«, .etc. 

U siiit de la (jae tout facteur qui est un quarri , doii 
avoir un exposant pair , et qu'on obtient la racine de 
ee facteur en ecrivdnt sa lettre avec un exposant igai 
d la moifie de V exposant primitif. 

On a ainei 
|/"?=;a*oua, V^af^=a», {/'^z^icfl, etc. 

A regard des facteurs numeriques ^. Textraction de 
leurs racines s'op^re , s'il y a lieu, par les regies ensei- 
faies pr^cedemment. 

D'apr^s ces remarques, les facteurs a^ , b^, c^ de 
Texpression * 

sent des quarres, le nombre 64 est le quarre de 8; done 
I* expression proposee itant le produit des facteurs qucff* 
res, aura pour racine le produit des racines de chacun 
de ces facteurs ( lai ) ; et par consequent 

V/64a«Mc* = 8 a^ i* c, 

ia5. Lorsque cette circonstance n'a pas lieu, ilfaut 
chercher a decomposer le produit propose en deux au- 
tres, dont Vun ne contienne que les facteurs quaeres 
et rautre les facteurs non-quarres ; et pour cela il faut 
considerer a part chacun de ses facteurs. 

Soit pour exemple . * . ^ 

On recoimeit facil^ment que panni les dviieurs da 

M3 
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norabr^ 79 > il y a. dos cpi^rres parfalU , Sftvoit : 4 » 9 
«t 36 ; et ea prenaat le plu^ grajod^ on a 

7a = 36 X a. 
Le facteur a^ etant un quarre , on le met de cdti ; pa»- 
sant ensuiteau facteur b^, qui n'eo eat pas wx, puisqiie 
le nombre 3 est impair ^ on remar(jue que ce facteur 
peut se decomposer ea deux autres &* et & dont 1% 
premier est un quarre , et qu*on a 

on ¥oit aani que 

c* ==:«♦. c ; 

il en serait de m^me de toute lettre ayant nn esjiosant 
impair. Toutes ces decompositions donnent 

7fla*S5cr»*= 36 . oa^b*. bc^.c, 
et rassemblant les facteurs quarr^s , il vient 
56M^c^ X afrc. 
En5n , prenant la racine du premier produit et in-* 
diquant celle du second , on a 

j/^2a?P? = Gal'bd' \/zb^. 
Voici encore quelques exemples de reductions sem-i^ 
blables , precedes des calculs qui les mette»t en Evi- 
dence : ^^^ 




1/ 



—^ (7R» + m») = - |/m* -r '^^rt- 



»». ■ » 
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II faut remarquer , par rapport au premier^ quhn 

peutCaire sortir du radical le denominateur des fractions 

algebriquea y en le r«iidant un quarre ^ d*apres ce^ qui 

a eti dit n*^ io4 > pour les fractions nunaeriques. 

ia4* ^^ vais passer a Textractioa de la racine 
quarr^e des pol3momes. H est important de se ra{)- 
peler qu*aucun binome n*est un quorr^ parfait , pasrce 
que tout monome elev6 au quarr6 ne produit qu*un 
monome » et que k qnawe dNin bkieme renfenne tou- 
jours troii par^s (34)- 

On se tromperait grossi^rement en prenant pour 
|/a*+7? le binome a -f- fe , quoique a soit separement 
la raciae de o*^ et & celle de b^ ; car le qnarr^ de a -f & , 
^tanta^+^^^ + ^% comtient en outre le tense -f- fia^> 
qui He se trouve pas dans Texpression \/c^ -f" **• 

Soit done le tritome 

a4fl«i3^-f i6tftc» + 968: 

afin de retfouver dans cette expression les trois parties 
qui composentle quarre d^im binome , je Tordonne par 
rapport a Tune de set kjKres » k U lettf e a » par excm-* 
pie , il ?ient 

Alors , quelle qt^e soit la racine cherchee , en la suppo»- 
sant ordonnie. par rapport a la mime lettre a% le quarr6 
de son premier terme doit n^cessairement former le pre- 
mier tirme i6a^c^ de k quantity proposee; le double 
produit cfki premier terme' de la racine par le second , 
doit donner le second terme f^(fb^c de la qpantiti 
proposee ; et en&n le quarr^ du dernier terme de la 
racine doit to-e pr^is^meixt k dernier terme 9^^ db la 
quantite proposee. D'apres ces consid^atioi^, Topt* 
ration se dispose oomme on k voit plus loin : 

M 4 
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J'extrais d'^ord la racine qiiarre« du premier terms 
iGa^c^ y et le resultat /^^c (1123) est le premier temie . 
tple la racine qui ^'ecrit a droite bwc la m^me ligne que 
la quantite proposeer 

Je. retranche de cette quantite le quarre , iGo^c*, 
du premier terme^ 4^^c, de la racine; et faisantla re- 
duction^ il ne reste que les deux termeg 2/icH}^c -f- ^b^, 

Le terme Q4^^b^c etant le double produit du premier 
ferme de la racine 4^c^ par le second , j obtiens ce 
dernier en divisant s^a^b^c par Sa^c , double de 4^c , 
et qui s*ecrit au-dessous d^ la racine. Le quotient 36^ 
est le second terme de la r^ine. 

La racina est maintenant determin^e , mais il faut ^ 
pour qu'elie soit exacte , que le quarre du second terme 
fasse 96* , ou bien que le double Sa^c ^u premier terme 
de 1^ rapine > augment^ du second Sb^, ^t multiplie pqpr 
le second , reproduise les deux derniers tennes du 
quarre ( 9 1 ) *> en consequence , ^ cot^ de 8a*c , j'ecrii 
-J- 3i' , je multiplie 8a*c + 3i^ par 3i^ ', le produit etant 
re tranche de? deux premiers termes de la qu£|fatite pro-r 
posee*, il ne reste rien , et j*en conclus que cette quan^ 
tite est le quarre de 4c*c -f 3A^. 

II est Evident que les memes faisonnemens et lei 
TO^mes procedes peuvent s'appliquer a toutes les quaxi» 
tit^s composees de trois termes. 



L 
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isS.-Lorfique la quantite dont on veut extraire la 
racine a plus de trois termes/elle n*cst plus le quarre 
d'un binoine •, mais en la ^upposaqt celui d un trinomw 
w + 71 + p , et repr^sentant par / la somme m-j^n, 
de ses deux premiers termes / ce trinonie se chan- 
geant en l+p, son qnarre devient 

l^ + Bpl+p-, 

©u le quarre ^ du binome m + n , etant developpe , 
produirait les termes zn* + 2mn ^ ti*. Ainsi , lars- 
qu on aura ordonn^ la quantity propos^e , le pre-* 
mier terme sera evidemment le quarre du premier 
terme de la racine , et le second renfermera le 
double produit du premier terme de la racine par 
le fiecond dte cette racine ; on aura done ce dernier en 
divisant le second terme de la quantite proposee par le 
double de la racine du premier. Connaissant alors les 
l^eux premiers termes de la racine cherchee , on com- 
pletterk le quarre de ces deux tertoes , represente ici 
par /* , et le retranchant de la quantite propose^ , il • 
restera 

quantite qui cpntient le double produit de /, ou du 
premier binome m -f- n , par le reste de la raqine , plus 
le quarr^ de ce reste , et fait voifqu il faut operer avec 
ce binome , comme on a fait ayec le premier terme m, 
de la racine. 

Soit pour exemple la quantity 

64g^bc + fl5 a*i* — 40 o^i -|- i6a4 -^ g^i^c* — 8pa6*c \ 

je Fordonne par rapport a la lettre jS, $t je dispose 
ToperatioQ comme precedemment. 
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~^^^^ , ) Sif^ioab+Sbc 

+64a*ic 
-f.4oa36_25flr»&* 

fl^reste +64a*ic— 8oai*c+64iV 

— 64Q^&c+8ogfr*c-^'4&'c* 

Q o o 

Cela fait, }*extxais la racine quairree dii premier 
terme i6a^ , et ) obtieos 4^^ pour le premier tevme do^ < 
, la racine ehercbee ; )*en forme le ^uarre , qiSie je re-f 
tranche de la q;iiiantit^ proposes. 

Je double le premier terme de la racine , et f ecrii 
au-dessous le resiiltat Sc^ y par leqpel je divise le terme 
"^4^£^b cpii commence le premier reste ; )*ai — 5ai 
pour le second terme de la racineje Tecris a c6te de 80*,^ 
)e multiple le tout par ce second terme > et je retranch^ 
, le resultat du reste , sur lequel j'opere. 

De cette maniere j*ai retranche de la quantiti pro-* 
posee le quarre du binome 4^* — 5ab ; le deuxieme 
reste ne contenant plus que le double produit dece 
binome par le troisieme terme de la racine et le qoaire 
de ce terme , je doubly la quantity 4*** — ^oi, ce qui 
dbnne 

8a* — 10 fli , 

que j'ecris au-dessous de Sa" — 5ab, et que )» prend$ 
pour diviseur du deu^eme reste : le premier terme du 
quotient , qui est Sbc ^ ^st le tretsiione de la EaciM. 

Je Tecris aussi a c6te de 8a* — loab , et je multipHe 
K'taBft paf ce tevine ; j« retranche hs pfoduks du re«te 
sur lequel j'opere , qui se trouve enticement detruit : 
la ^antste propos6e est done le quarr^ de 
4a* — 5ai+»ic, 
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. II est maintenant aise d*etendre aussi loin quon yoiidra 
ropiration ci-dessus , qui est d'ailleur» parfaitement 
iemblable k celle qui a ^t^ indiquee pour les nombres. 

Pe la formation de^ puissances et de Vexiractione 
de Uurs racines, 

ia6. L*op^ration airithm^tique d'ou depend la reso-- 
lution des Equations du second degre, et par laquelle 
ott revient du quarr^ & la quanfiU qui I'a forme , ou 
a la racine quarrel , B*e6t qu ua es» particidier dune 
.autre plfia generals, 9ei?vant a trouyerua nombre doht 
>on confuiit une puissance quelconque. On con^oit que 
cette operation , qui. conduit a un r^sultat qu*on de- 
sire encore par le mot racine , mais en y ajoutant 
Tindication du degre , ^tant inverse de celle qui sert a 
trouver la puissance, nc peu<> itre cteduite que de 
rexamen des circonstanees de eette demi^re; comme 
cela exma fom^ la dinkieQ a Vegard da. k multiplica- 
tion, ay£C iesqufiUes ce. sujeta d'ailleurs des rapports 
qa 00 appercevra bient6t. 

' C'est par k miillip&»ttan qu^oii panrient aux puis- 
sances des nombresentieys (24), et il est visible que celles 
des fractions se fbrment en ^levant leiir irameratetir 
etleur d^nominateur a la puissance proposee (96). 

R^ipvoquement la racma d*une fraction s*obtient 
dans qudqva dtgri cpse oe soit , en prenant celle du 
num^saieuir et e«lk dn d^nominateur. 

L'nsage des symboles algebriques etant tr^s-(X)mmode 
pour txfitkaev tout ce qui tient a la composition et k 
la decomposition des quantites , tn precede ^'abord ^ 
la formation des puissances des expressions alg^briqiuef)'; 
car k regard de celles des nombres, ce qu on a dit n^ 24 » 
fiiifiit pour les trouyer. 
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Table des 7 premieres puissances des nombres ,,depui^ 
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1 jusqu a c 


• 






a* 
4. 

7' 


I 


3 

4 

8 
16 
3a 

64 
»8 


3 
9 

61 
343 


! « 

16 

396 
1034 


5 

35 


6 
36 


7 
49 


8 


' 9 


H 


81 


I3S 

635 
3i35 
15635 


3l6 

i3g6 
7776 


543 
34or 
16807 


5l3 


7^9 


4096 


€561 


33768 


59049 


739' 4096 


46656 


1.7649 


afo.44 


53i44i 


3187 

1 


16384 

! 


78135 


379986 633543 9097153 


4783969 



J'ai principalement rapporte cctte table , afin de mon- 
trer avec quelle rapidite s'accrois^iit les piM$sances dei 
nombres, a mesure qu'eUed devieaiient plus ^levees ^ 
remarqiie qui est tres-important« pour la suite. On voit 
en effet que la septieme puissance de fi est deja isiS ^ 
etijiie celle de 9 monte a 4782969. 

On conpoit facilement par-lisi que les puissances des 
fractions proprement dites , d^croissenttr^s-rapidement^ 
puisque les puissances du denominateur devieonent do 
plus en plus grandes par rapport a celles du numerateur. 

^a septieme puissance de - , par exemple^ serait —^ * 
et celle de - serait egalement 



^782963 
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1^7. n juit de ce que dans un produit , . chaque 
lettrea pour expoaant la gomme dea exposans qu*elle a 
dans chacun dea facteurs (aG) que la puissance d'um 
quantity monome se forme en multipliant Vexposant 
de chaque facteur par Fexposant de cette puissance 

La troisi^me puissance de a^b^c, piar exemplcy s'ob- 
tiendra en multipliant les exposans fl , 3 et i , dcs lettret 
^y ^> c> par 3, exposjuit de la puissance demand^e ; o» 
aura a^b^^; et en effet, cette puissance revient a 
i^b^cXa^l^cX a^b^c^s: a*-»fc3.9 c<-» 

Si la quantity proposee ayait un coefficient numerique 
U faudrait elever aussi ce coefficient a la puissance pro- 
posee ; ainsi la quatrieme puissance de 3 a i^ c^-e$t 

81 a*i»c^, 
parce que celle de 3 est 81 . 

1 a8. A regard dessignesquipeuyent affecter lesqoan* 
tites monomes/ il faut observer que toutes les puissances. 
dontFexposant estpairontle signed yet qtte c^llesdont 
Vexposant est impair, ont le^m^me signe que la quanr 
tite qui les a formees. 

En effet, les puissances d*undegre pair r^sultent dela 
multiplication d*un nombre pair de facteurs ;*et les signes 
— combines a a a, daus la multiplication, donnent tou- 
jours au produit lesigne + (3i). Aucontraire, si le 
nombre desfacteurs est impair , le produit aurale signe --<- 
' 'quand les facteurs en seront affectes , puisqu'il r^sultera 
du produit d'un nombre pair de facteurs, et par conse- 
quent positif, multiplier par un facteur negatif. 

lag. Pour revenir de la puissance a la quantite qui 
Ta form^e , on a sa )-acine , il n*y a qu'a renyerser les 
regies donnees ci-dessus ; c'est-a-dire , diviser Vexpo- 
sant de cbaque lettre par celui quimarque le dagre de la 
roQine qu'on veut extraire. 
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On trouveradecetteittaniitB braaVtectAzVjft^, «m du 
troUUme degri , de T^xprcssioftt]^ *• c^, ea dilOMiit p«: 
Sles ejqposans 6, 9 et 5, t;c qui donncra 

Lioraque Vexpressiovfunoposee aun coefficient: nume--' 
rifue , il faut en ptenAre aussi la racine, pour fotmer le 
coeffixieiitdela quantite litterale quon (itient par la 
regie pvecidente. 

Si Von 4emandait , par^xemple, la racine quatrieme 
de 8i fl*6' c^y on verrait par la table du ri^ iflS, que 81 
est la quatrieme puissance de 5; «ft ^insaiA psa: 4 !«• 
exposans des kttres, on aurait pouf ristdtat 

Dans les cas o\i la tacine du coefficient num^rique ne 
pent se trouver par la table citee, on I'extrait par les 
fttkhodes que je donnecai <»^r<te. 

i3o. Ilest^VsdetttqneresttimetiondesraciiiesnepetKt 
VeiFectuer Burlapartwliitt^rBle des moiiomes, qu^autant 
que chacun des exposans est divisible par celai de la jra«^ 
cine ; dans le cas contraire , on ne peut qulndiqter Tope-* 
ration aritbmetique qu'il £audra £aire brsqa*on substi- 
tuer^ des nombres aux lettres. 

On se ««t encore pour ceia dit signe V^*~, maispour 
deiigtt«r le degtt^ de la racine , on met Texposant comni^ 
«n \t voit cMieHous , dans les expressions « 

dontlapremiererepreseBte la racine cubique, on da 
troisieme degredea, etla secfuide la racine cinquiemft 
de a*. 

Les expressbus afffectecsdu signe \^ , de quelqoe 
degre qu'il soit , peuyent souvent se ^impUfier onfabant 



} 



^> 
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attention tpe, d'apr^ le n"* laj, une ffuissance ipiel-^ 
eonque {Tun produk ^tfamuie du prbduU th ta mSmM 
puissamcB dechacundesfaoieurs^ etque, par consequents 
ki radne qudcontpm d'un proAdt 9$tf(mwie du produk 
des racmes de mJ^me degrii de chacun de sesfacteurs. U 
rieuite de ce demierpdiioipe , ^e si im qmmtkd sou-*' 
misemu radical a dies facbeun ipd seimt des puissances 
€xactes du mSme degri que le radical ^ on pourra prendrt 
separem^ les radnes de cesfacteurs , et muUiplier hur 
produU par la racine i^uUquee des autresfacteurs^ 

Soft, per excmple , 

. on voit que 

que «^ est la chiqaieme puiBtaitce de « ^ 

que *^ =**.&•,. 

que c^^::rze*^.ci 

on a par consequent 

9G aH^ c" = a* a* fc^e^"* X $ ** c. 

Le prentier facteur ayant pour racine cinquieme la 
qaautite fl a6 c* ^ il vient 

I ... c 

1/36 ^ b? c»» = a a i c* \/5 6* c. 

i3i. Toute puissanfce pairedeVant *^oirlesigBe ■+-. 
(1 a8) , aucune quantity afFect^e du signe — ne peut etre 
une puissahcede degrepair, et n'a point de racine de ce 
degr^. U suit de la, que tout radical d'un degr^ pair, 
comprenant une quantity negative , est une expression 
maginmre : 

y—a, /—a?, b+\/^ab^, 
sont des expressions imaginaires. 
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On Qe peut par conseqaent aaaigner, soit eXactemait/ 
•oit par approximation poor les degres^ dont } exjKH* 
eant est pair , que les racines des quantites positives , 
et ces racines peuvent etre uffectees indtfferemment du 
»igne + oudusigne — , parceqne danslnn et Tautre caa 
cUes reprodnisent ttgalement la qiiantite prqposee avec 
le signe + , €t qu on ignore auquel des deux elles ai^)ar« 
tiennent. 

II n*en est pas de m^me pour les degfes impairs, dans 
lesquels les puissances ont le meme signe que leurs rch- 
cines (is8), on doit dormer aux lacines deces degres 
le signe dont la puissance est affectee; et il n'y a point 
d*imaginaires dans ce cas. 

i3f2. II est a propos d'ohserverquerapplication de I^ 
tegle donnee n° 1229, pour FeiEtraction des racines des 
monomes, paries exposans de leufsfacteurs, conduit na- 
turellement a indiquer par des signes plus commodes 
pour le calcul quele signe |/, les racines qui ne peuvent 
s'obtenir algebriquement. 

Lorsqu'on demande, par exemple , la racine troisieme 
de a^y il faut , stdvant la regie citee ^ diviser Texposant 5 
par 5 ; mais la division ne pauvanf 3*effectuer , conduit 
au nombre fractionnaire \ \ et la forme que prend alors 
Texposant du resultat indique que Textraction n'est pas 
possible dans T^tat actuel de la qnantite proposes : on 
doit done regaider les deux expressions 

3 1 

V/o^ et «* 

comxiie equivalentes. 

La derniere a neanmoins sur la premiere I'avantage 

de conduire tout de suite a la simplification dont^ la 

3 

quawtite v/ a^ est susceptible > car si on extrait Tentier 

eontenu 



% 



• 
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coiitenu dans la fraction 


5 


OE 


I aura i 


-fl. 


et par 


consequent 














' 


T '-^"3 


= a» 


X 


a7(25), 







d'oii onvoitquelaquantitea' estcomposee dedeux fac- 

teurs^ dont le premier est tationnel , et l*autre'reyient u 

I 

On conclurait la meme chose de Fexpression V^a^> 
au moyen du n** i3o, mais Fexposant fractionnaire y 
mene immediatement : on aura d'ailleurs occasion de re- 
connaitre dans d'autres operations les ayantages des ex- 
posans &actionnaires. 

Pour le moment^ il suffit d'observer que la division 
des exposans, dans le cas ou elle peut s'effectuer, re- 
pondant a Textraction des racines , on doit , forsqu'elle 
est indiqu^e^ leregardercommeie symbolede la m§me 
• operation , et en conclure que le^ expressions 



V/a"* et «* 

sent equiyalentes. ^ 

Voila encore les conventions etablies sttr la maui^te 
d'exprimer les puissanites^ qui ^onduisent par analogic 
et par extension , a des symboles particuliets , comme 
dans le n^ 3*/, on est parvenu a I'expression a''=ii . 

i33. Je remarque k cette occasion que la regie des 
exposans, relative a la division^G) ^tant appliquee con- 
form^ment a celle des signes^ relative a la soustrac- 
tion (20) , mene aussi k des expressions nouyelles pour 
une certaine classe de fractions. 



En efFet^ on a par ces regies 
a"* 

Elemtns d'Jlgibrt. N 
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mais $irexpo»ant/» du denominateur gurp*^**^' ^ le ««- 
m du num^rateur , Texposant de la lettre ^ ^^^ 
cond membre sera n^gatif . 

Si, par exemple , yn=r a, n=3, on aura 



^3 



luaiad'ailleurs, on aimolifiant la fraction ^, on trouvc ^ 
Its expresaioas 



i et 
a 



•ont done ^iyalentea. 

En general 4 on a par la r^gle des exposans 



or 
et d*ailleui« 

a* I 



»-% 



c**"** 



r 



il i^ttkt de la, que les expressions 

-i- et tf-^ 
«• 

sent ^uivalentes. 

£n effet , le sigiw — qui prieMe Texposant n i^tant 
pris dansle sensdu B^Sfi> iodiqae que I'exposant pro- 
pose vient d'uQji fiFaction.dont la denominatenr eontient 
n facteurs a de pins que le numerateur, ce qui est bieo 

— . On peutdonc^ lorsqu'on rencontre Tune quelconque 

de ces expressions^ y substituer Tautre.. 
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D*aprescette observation, la quantite —^ consid^ree 



.commo 



peut ^tre mise sous la Form^ 

c est-a-dire, qu* on peut fake passer aunumimteartous 
lesfactmrsdudenomiimtmir, en mffecUuitkur^exposans 
dusigne — . 

Reciproquement, lorsqu'une quantite renferme des 
facteurs affects d'exposans n4gatrfs , on ies met au ddr- 
nominateur, en dormant le signe 4- d lews exposam ; 
c*est ainsi que la quantite 

redevient s. 

c* ^ 

Z>e laformation des puissances des quantitesqomplexes, 
et de Vextmction de leurs racines, 

i34- •^ecommencerai par Qbserver que Ies puissances 
desquantites complexes s mdiquent en enveloppant ces 
quantit6s d'une parenth^se, qu'on afFecte de Texposant 
«e k puissance. L'expression 

(4 a*— aai-f 5 6*)^, 
par exemple, dusigne U troisi^me puissance de laouan- 
tit^ 4a^-.ab+5l^. On mar^erait encare'cett; 
puissan<ie comme ci^essous 

4"a* — aa^-fSi*'. 
i35. Lesquantit^sbinomessontlwplus smple«apr^. 



N 



A 
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les luoaomee; cepeudant, si Ton en voulait, former les 
puissances par des multiplications successives, on nepar- 
viendrait de^ette maniere qu'a des resultats particulien 
pour chaque puissanCe , comme le sont pour la deuxieme 
etla troisi^me, ceux^uefai fait remarquerdansle nu- 
mero 34 ', on formerait cette table : 

(a;-f a)*,±= x* + a a x -fa* 

{x+ay = x^ + 40x^ + 6 a* x^ + 4(^x + a^ 
etc. w 

mais on ne saisirait pas facilement la loides coefficiens 
uumeriquea de ces r^ultats. £n refiechissant au procede 
de la multiplication , on reconnaitca que les coefficient 
Dumeriques naissent des reductions qu*entraine I'egalite 
des facteurs qui forment une puissance , et qu'en enipe- 
chant ces reductions^ on rendra la composition des pro- 
duits plus evidente. 

Pour produire ces efFets, il sufiit de donner a tons les 
binomes qu*on multiplie , des second^ termed dilFerens ^ 
de prendre , par exemple , 

a:-f-fl> x+i, X'\'C, x-f-c?, etc. 

En effectuant les multiplications que je vais indiquer , 
et en pla9ant dans une meme colonne les ternies afFecte* 
d'une meme pui«sance de x^ il est aise de trouyer qu3 
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'4'CX^-i'bcx ■ 

-^cx^-^adx^+acdx 
-j-dx^-j^cx^+bcdx 

' ' +cdx^'.' 

Sians pousser plus loincea produits^ on peut dejlurecon- • 
naitre la loi de ^eur formation. 

En conceyant qtiietaus les termer alFect^s^de la mema 
puissance de^x , et places dam la meiiia ^lonne , n*eii 
forment qu un seul , comme , par example , 

ax^ + bx^+'ex^ + d'x^=:(;a^b+c+4):f^ 

et ainsi des autres , " " , 

1°. On trouve dans chaque produit un, terme de pliis ' 
qiiil n'y a d'unites dans h nombre de.sesfacteurs. 

3**. L'exposant de jt dans Upremer terme est le meme^ 
que le nombre d^sfacteurs^et va en dimin^cmtderunitd 
d'un terme au suivant, 

o^. La plus haute pmssnnce de x n'^a poiir coefficient 
que I* unite ; celle qui la suit, ou qui a uner unite di mains 
dans son exposanty est multipOee par la sommedes se- 
conds termes des binomes ; celle qui a deux unites ds 
moins dans son exposant , Cest par la sommedes divers 
produits {ju'on obtient, en multipliant deux a deux , Jes 
^ seconds termes des binom^/ celle qui a trpis unites de 
moins dans son exposant,, test par la sommedes divers 
produits qu'^on obtient en multipliant , trois a trois les 



1 
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seconds termis des binomes-i et utnside suite ; enfin, dans 
le dernier terme^ Vexposant de x etant censd egal a 
zero (37) , se tranve compose du premier , diminue d'au- 
tant itunites qii*ily en a dans te nombre des facteurs y et 
ce terms coiitient Is vroduit de Urns les seconds termes 
des binomes, 

B est focile <}e Toir que la forme de ces prodints doit 
restcr soumise aux memes lois, quel que soit le nombre 
de facteurs; c6pendant, on peut encore en ayojr une 
preuve autre que Taiialogie. 

i3G. II est d^abord evident que tout produit de cette 
espece doit contenir les puissances successives de x> de~ 
puiscelle dontJfexposant esi!e^Tannom];>re des facteurs 
qu on a multiplies, fusqu'a celle dontTexpodantestxero. 
Pourdesigi^^en^rdemenl! leresultati on expiimera ce 
Bi^mbre par i» let^em ; 1^ paifisances spcce^ves de oc^ 
teront indiqu6ea par 

... a?%. a?"*""*") 0?"*""*, etc- 

on mettra Tes Tettres A, B\Cy ^ F, 

pour 1^8 quantites qui doivent les multiplier, a partir de 
x*""* ; ibais le nombre des tiermes qui depend des valeurs 
particulieres donn^ed k TexpOsAnt. demeurant indeter- 
niine , tant que tei exposant n'esrpoint fixe , on ne peut 
^crire que IfeSj^eimers et les demiirs teirmes de Texpres- 
sion , et on indique par une suite de pCMnts les termes in- 
termediaires qui sont soiw-entendi^s^ • • 

C'est ainsi que la fonoule 

reptesittte fe produit d'tm nototo^jjudcohqut m de fat- 
teurs, :tr+tf, x+ft,a;-f c^ ac-f-^l, etc. 

Si Oft Ife multiplie par un nouveau facteur x +7, i 
tiendra 1 

+ t x'^+lAx'^'+lBaf^-^,...+lYl' 
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" n eat evident , 1^. que si j^ est la sommedeSm seconds 
termesa, t, c, d, etc. A-^l sera cclle des Hi + 1 seconds 
termes a, i, c, d,etc. /, et que parconsequent la compo- 
sition assignee a ce coeificient sera yraie potnr te produit 
du degrem-h 1 , sielle est vrak pour celui du degr^m. 

a". Si B est la somme dfcs produits des m quantites 
a^b\ Cydy etc. prises deuxaaeux^ i^-f-/^^ exprimera 
celledesproduitsdem + i quantite*a, ft, c, rf, etc. /, 
prises aussi deux a deux ; ear A ^tantla somme des pre- 
mieres y lA sera celle de leuits products par la nouvelle 
quantite introduite / ; doaft la Composition assignee sera 
vraie pour le degre m+i^%i eUe Test pour le <egr6 m. 

3^. Si Cest la somme des produits des m quantites 
fl, b, c, d, etc. prises trois a trois, € -j^ IB sera celle 
des produits des m -f- 1 quantites a, i, c, rf,etc. /, prises 
' aussi trois a trois, puisque / B , d'aprite ce qui precede , 
exprimera la somme des produits des premieres prises 
deux a deux , multiplies par k nouvelle quantify intro- 
duite I'y done la composition assignee sera yraie pour le 
degre m -f- i , si elle a lieu pour le degre m. 

Onvoit que cette mani^rederaisonners*etendatou» 
' les term|s, et que le dernier I Y seta le produit der 
7n 4- 1 seconds termes. 

Les remarques ^nonc^es dans le nura^ra i35 ^tant 
. vr^iies pour lequatrieme degre, par exemple, le seront, 

suivant ce qu on Tient de voir , pour le cinqui^toe, pour 
. le sixi^me ^ et en s'eleyantainsi de degre en de^a^ elles 

seront prouyees en general* 

II suit de la que le produit d un nombre quelconqlie 
mdefacteu^binomeswC-J-a, a:-f-ft,x + c, x+d, etc, 
etant represent^ par 

x'^ + A a:"*-» + B x"*-* 4- Cx"^* 4- etc. 

A sera toujour/la sooim^ dc^m lettres c, 6, c, etc. B cclle 
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des pro4uitsde ces quantites prises deux a dewx, Ccelle 
des produitsde pes (juantitea prises trois a trois ^ et ainsi 
de suite. 

Poor embrasser la loi de cette expression dans un seul 
terme, j*en considererai on place dans un rangindetermine, 
et que, pour cette raison, je representerai par /Va:^-". 

Ce tem»e sera le second, si Ton fait 7i= i , le troir- 
sieme, si Ton f^t n=^Si, le onzi^me, siFon fait n = lO, etc. 
Dans le premier cas , la lel2tre N sera la somme des *Z7» 
lettres a, b, c, etc. ; dans le second , celle de leurs pro-^ 
<Juits deux a deux ; dans le troisiime , celle de leurs pro- 
duits dix 4 dix ; et en general celle de leurs produits nan. 

137. Pour changer les^roiuits 

(x-f-a) (x-|- i),. (x + ©) (x 4-*) (^-l^c),, 
( a; + a) (x-j;^ b) (a* + c)Xx + d)yeXc^. 

d^^les puissances de a; + a^> savoir ett 

ix + a)\ ix + ay, 

(x + ay, etc. 

il sufiit de faire dans les deyeloppenjensde ces produits ,. 

^=zb,^ a:=b=:c, ^ 

a=::=b'=c=^d, etc. 

Toujtes les quantises qui multipKent une nieme puissance 
de X, deviendrontalors egales entr'elies : ainsi \& coef- 
ficient du second ternae , qui, d^s le produit 
(x.-h^) (^+*X(^"+^> (a:+rf)est a+ft+c-H^, 
se changera en 4 a ; celui du troisieme terme dans te 
H<lme produit , etant 

fli + ac + fld+fic +1 d+ My 
deviendra G a*;et de la il est aise d appercevoir que re$ 
coefficiens des diverses puissances de x , se changeront 
^n une seule puissance de a, repetee aut At de foisqHf'i)^ 
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cnt de t«rmes^ et marquee parle nombre de facteurs qua 
contienn€Qt ces termes. Ainsi y le coefiicient N qui multi- 
pile la puissance; x""", dans Ie;deveIoppement general ». 
sera la puissance ndea, ou a"> repetee autantde fcHS quon 
pent fonder de produits differens en prenant de toutes les 
manieres possibles un nombre n delettres sur un nombre m; 
c'estdonc a la recherche du nombre de ces produits qu'est 
.ramenee celle du coefficient du terme affect^ de x^ 



i38. Pour parvenir a decouvrir le nombre dont il 
s'agit, il faut d*aberd distinguer les arrangemens ou 
pa/Tiiatof/onjdes produits ou combinaisons. Deuxlettres, 
aetby ne donnent qu'un produit, mais sont susqeptibles 
de deux arrangemens^ ab etba-, trois lettres, abc, qui 
ne donnent qu*un produit , sont susceptibles de six ar- 
rangemens (88) , ^t ainsi de suite. 

Afin de fixer les idees, Je suppose qu'il y ait en tout . 
glettres, 

tf, *, Cy dy Oyfygy hy l, 

et qu'il soit question de les arranger 7 a 7 ; il est evider.t 
qu*en choisissant comme on voudra un arrangement de 
six de ces lettres , a b cdef, par exemple, on pourra y 
joindre successivement chacunedes trois lettres restantes 
g, A et i, et on aura d^ cette maniere trois arrangement 
de 7 lettres , savoir : 

abed efgy abed efh, abed efu 

Ce qu'on vient de dire sur un fdrrangement particulier 
de six lettres, conviendra egalement a tous ; et on en doit 
conclure que chaque arrangement de six lettres en don- 
nera trois de sept lettres, c'est^-^lire, autantqu*il rtste da 
lettres qui n'y sont pasempIoy^es.Donc, si le nombre des - 
arrangemens de six lettres est repr^sent^ par P, on aura 
eelui des arrangemens de sept lettres en multipliant P par 
3jp«j»9 — 6. Rempla9antles nomljresg et 7par to et par », 



/ 
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et regatdatftt P comme le nombre de^ arraftgRiwn* dont 
8ont sQsceptiblei m lettres prises ed^ n&mbre it •— i , le rai*^ 
son&em«nt ae cliaagera pas^ t€ oil atora encase poor le 
Aambre de^ ^ftxafif^mens composes de n lettres > 

Cette formule renf erme implicitemeat tous les cas par- 
ticuliers. Pour endeduire, parexcmple, lenombre d*ar- 
rangemens de m lettres prises deux a deux, on f era »= Qt^ 
ce qui donnera 

B— 1 =2 1 , 

et on aura 

P = m, 

ear J> ^galera aldrs les nombfe de Iettrc» prised une k rme r 
il resulteri done de la 

m(m — a + i) ^u m(^m — i). 

Po6ant cnsuite 

P=:m(m— i) et n3=3^ 

on frotrvera pour le nombre d'arrangemens dont sont sus- 
ceptiblea m lettres prises 5 a 3^ 

VI (^m-^i) (m— *3-{-i)==r7ft (m— 1) (m — a). 

Ea faisant * , ' 

P=m(7H — i)(»t — s)ef7i==4^ 

on obtiendra 

m(7»^i) (/» — a) (m— 3) 

potirlenombrede8arrang€ineft&4*4- Oacdculeta doi* 
aiHisi deprocbe enprOcheles expressioBi^du nombre d'ar* 
rangemens formes dautantde lettres qn'^n voudra (*). 
iSg, Pour passer maintenant du nonrfwre des arrant 

— '■ ' ' >* • ■,■•-....■ ...... f ^ . I . - . 

(*) Dans ce» aft^gcrhetis , on ^ctut leS fep^tiiious de la m^me 
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geitteiis de n lettres i^ celui des prodaits dUFercR^ 
U faut connmtre le nombre d*arraiigemen3 dont un 
m^me produit est susceptible. Pour cela on obser-* 
vera que si dans Tun quelconque de ces amngemens, 
on fixe une des lettres a la premiere place , on pourra 
faire entire toiltes les autres ajitant de pdrmtttations que 
le comporte un produit de n — i lettres. Je pfends pour 
cxemple le produit abed efg, compost de 7 lettres; on 
pent, en laissant a a la premiere place , 6crire 6e pro- 
duit d^^tant de lAani^res que le produit de six lettres, 
bcdefg, adittet d^fbrangemens ; mais chaque lettredii 
produit propos6 petit €tre preitii^r* a son tour : ainsi; 
nommant Q le nombre d'arraagemens dont est suscep- 
tible un produit de 6 lettres , on aura Q X 7 Ipour celul 
des arrangemensd'un produit compose de 7 lettres. II suit 
de la que si Qdisignele nombre d arrl&ngemens que peut 
fournir un produit de » — 1 lettres , Qn exprimera le 
nombre d*arrangemens d*un produit den lettres. 

Tons les cas particuliers se deduisent sans peine de 
cette formule *, car en f^sant n= a ^ et en observant que 
lorsqu'iln y a qu*une seulelettre^ Q= i, il Vient 1 Xa=a 
pour le nombre des arrangemens d'un produit de deux 
lettres ; prenant ensuite Qc==iXsetns3z3> on aura 

mais la throne des pe r ia uuitioiia et d«8 combiimttonA Mirtam de 
base an calcul des probability, pr^ente des questions oh cette cir- 
constancepeut avoir lieu. Pour en calculer refiet, dans Pexcmple 
doni jt me suhi vervi ^ ii sulBra d'obsenrer qu'on peut ^rire in- 
diffifiemment chacune des 9 lettres «, h, e, d^e,/, g^hj i, k 
la suite dn produit d^ 6 lettres abedef. En nommant done P !• 
nombre d'arrangemens de cette esp^e, on aura P X9 pour le nombrt 
rrarrangemens de 7 lettres. Par la m^me raison , si P designe le nombre 
d^arnmgemens de m lettres prises 11— 'X k it— i , celui des arrangif' 
meiB Ii k n%tni P^. 

Cela pos^, le nombre d'arrtingenfens d?^m lettres prises i 2i r ^ant 
^videmihent m, cdni dts arrangemens 3 Ii 3 sera m X ^ ^ od m" ^ ce-» 
hii d^ arrangemetis 3 k 3 seramXAiX"*? on ^^ \ ti enfin ifs'^ eatprl- 
W£ja k nombre d^arrangeifafnd » I A. 
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iX9X3=Spourle nombre d'arrangemensd'un prorfait 
de trois lettres ; faisant encore ^ = i X a X 3 et u = 4> 
il enresultem i X2X3x4^ o^ M arrangemens pos^les 
daD5 on prodilit de 4 lettres y et ainsi de suite. 

i^o. Ce qui precede etantbien con^ris, il est facile 
de voir qu*en divisant Iq nombre total des arrangement 
de n lettres, fourni par les m lettres proposees, par le 
nombre des arrangemens dont unmemeprodmt estsus- 
eeptibk^ on aura pour (quotient le nombre des produits 
differens qu*on pent faire en prenant de toutes les ma- 
mere^ possibles /t facteursparmi cesi» lettres. Ce nombre 

iera done exprime par — 5^ — ■ (*) ; et d'apres ce 

qn on a vu n*^ i37 , ^(^~^ + ^^ ii"x~-»seraleterme 

affecte de a:^""" dans le devcloppement de (a: + a )•*. 

II est evident que le terme qui precede celui-ci sera 
p •^ • 

exprimepar-T^o'^'x"^*^^; car en remontant vers le 

premier terme , Texposant de x ^ngmente d une uniti , 
et celui de a diminue d'autant; de plus ,PetQ sont le* 
quantites relatives au nombre n — i * . 

_ ^ :.i f 

(^) D est 2i pf opoft de remaiqner qu^en j Ousmt siMSCtttiTement 
n = 3, n=:3, >|=4> ^^' 

la formnle jr dcvicnt 

Qn 

I .a * z.M^S J"' "^ 1.2.3.4 ' 

Dorstbrcs qui expriment respectivement combien on pcu^ faire de com« 
binaisons aveciin nombre quelconque m de choses, en les prenant 
d€ux ideux , on trot's i troli , on quatrc ^ ^uatre^ etc. 



141, Si oh Mtjj=M, les deux termes consAcutifs 
indiques ci-dessus deyiendront 

j)lfa«-»a;«-«+' et jj (^ — ^ 4- , ^^^^^^ 

resultats qui montrent comment cfaaque terme du dev©*- 
loppementde ( j: -f- a)"* se forme de celui qui le precede. 

£n partant dif preniier terme , qui- est 3D^ , on 
arrive au second , en faisant n=?=i :ona-^=i, 
puisque ac^ n a pour coefficient que Tunite ; et il ea 

resulte ex"*""*, ou — ax^""*, Pouf* passer au 

troisieme terme , on fait 3f = — et 7ii=j2, 6e qui donn« 
— ^ a*x^^*. Le ^atrieme s obtient par la sup- 
position de Af = — ^ ^ et » = 3 , qui conduit a 

m(m — 1) (m— a) « ^_« ' ^ • * j 

— i i-.i _^-i o^ jt"*~*, et auisi de smte, ce qui 

1.2.0 « 

donne la formule 

' ^ ' 1 '1.2 

H i 1-^ =— i^ a^ x"*^ + etc, 

1.2.3 

que Ton pent convertir dans cette regie. 

Pour passer d'un terme a celui qui le suit , multipliez 
le coefficient numerique par Vexposant de x dans te pre* 
mier; divisez par le nombre qui marque le rang de ce 
terme , augmentez de I'unit^ Vexposant deaiet diminuez 
pareillement celui de x. 

Qnoiqu*on ne puisse fixer le aombre des termos d« 
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cette formule qu'en assigaant une valeur particuliere a 
]» ^ il ne doit cependant rester maiiltenaiit aucun doute 
sur la loi que suivent les termer de la formiile , quel^ 
qu'eloigaes fu'on les suppose du premier; et on yoit que 

m(m— i) (m — 3)....(m->;t4-0 ^»^«;-« 
1 . s . 3 n 

eaprirae le terme qui ea a n avant lui. 

Cette derni^re formule s'appelle It terme general de 
la suite 

x'^+— flx"'--» + "*^"^~^^ fl^x""-* + etc. 
1 1 . a 

parce qu'en faisant successiyement 

»= 1 , n==:fl, n=:3,etc, 

elle donne tous les termes de cette suite. 

142. Appliqupns maintenant la regie du numero pre- 
cedent a la formation du developpement de ( x + c)*» 
le premier terme etant 

x^ ou a*»x5 (37 ) , 

le second sera 



1 



5 

-a^x^ ou SaxA, 

1 ^ 



le troisieme 



le quatrieme 



ou loa^x* 



ioX3 , . 3 ^ 

!e cinquieme 

10 X 2 , - - 



4 
le abdeme 

' 5X 1 



a^x'* Ott a*. 
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Le developpemeint d'arreteici , parce qttepo^r passer 
au terjtn#6uivaQt, il faudraitmiiltipUerpar^rexposiuitde x 
d^s le sixieitte > et ilu$ cet ejupo^ajit eet zero. 

C'est aussi ce que mo2^||^ la fontiule; car leseptiem^ 
terme ayant pour coefficieat numerique. 

m(m — i) (TO"*— a) (ro — 5) (m-^4) (w^*— 5 ) 
1.2.3.4.5.6 * 

coutient dans le cas actnel , le facteur m -?- 5 , qui de- 
yient 5 — 5 ou o ; et ce mSme facteur eutraat dans les 
termes qui viennent apres , les rend tous nuls. 

£n reunissant les termes q^e j'ai obtenus ci-dessus» 
il vient 

V X + a)*= a:* + 5aas* -f- 1 ofl^x' + 1 oa^-E* + 5^** + ^*' 

145. Qa deduirait en general de la formtfle d\i nu- 
mero 141 > le developpement de la puissance quelconque 
d*un binome quelconque. Si Ton av^, par exemple, i 
former la sixieme puissance d^ ^x^ — 5a^^ il suffirait 
de remplacer dans la formule les puissances de x et de a 
par celles de qx^ et de — 5a? respecjiyement, puisque 
si Ton faisait 

ax'zrra/ et —5a^=ia\ 
on aurait 

a/6 + 6 a' a/5 + 1 So' V4 + aoo' V^ 

ti. il resterait a substituer pour 3/ et pour o'les quantitet 
que ces lettres designent. On trouyerait 

(2x5)6^6 (— 5a3) {iix^)^+i5i — Sa^y{iix^y 
+ 2o( — 5a3)"' (aj:3)3+ i5 ( — Sa^)^ (cx^/ 
•+. G( — 5a')*(ax3) ^.(^Sa*)^, 

»u 64^?*' — 960 a^x** + 6000 a^x»* 

r— aooooa9x9 -f- 87500 a»* x® . 
— 375ooa»V+ i5625a**. 
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Les termes de ce developpement sont alternative- 
ment positifs et negatifs ; et il est visible qii'H^en sera 
toujours de meme , lorsque le second term? du binome 
propose aura le signs — . 

i44- On prepare la formule du numero 141 d'une 
maniere qui en facilite Fapplication dans les cas ana* 
logues au precedent. 

£n observant que * 

Mrtfit «««nt <y»in 

tile pent ^tre ^crite ainsi 

/ 1 X \ 1 . 2 X* * 



ce qui revient a 



1 -f. -^ i i — 

IX* 1 . fl x" 



^1 2.3 x^^ S' 

en isolant le facteur commun x". Pour calculer par 
cette formule , il faut former la suite des nombres . 

m m— ^i m — 2 m — 3 

1 ' ~r"' ~z^> —4^> ^*^- 

multiplier d*abord le premier par la fraction - , puis le 
risuUat par le second, et encore par la frmftion - , puis 

encore le risultat par le troisieme et par la fraction - , et 

ainsi de suite; r^unir toiis ces termes, aj outer V unite, 
et enfin multiplier le tout par le facteur x"*. 

Itens lexsmple {^a^ — bc^y, Ufaut ecrire (ax'^)^« 

U 



la place dc x"*, et -3 a celle de-. Je laissefai au 

lecteur le soin d'effectuer le cftlcul C^). 

1^6. On ram^ne fadlem^nt le deyeloppement de la 
J^uissance d*un polynome quelcoa<tue a celui des puis* 
«ances du binome^ ainsi que ^e vais le montrer sur le 
trinome a + 6 + c , dbnt je Vais folrmer la troisiemd 
puissance. 

Je fai^ d- abord 6 + c == ;» , et j'obtienS 

niettant ensuite pour m le binome b -j-c, qu*elle re-^ 
presente , j'ai 

II ne reste plus qu*a developper les puissances du binome 
i ^ c, et a effectuer suf ces puissances les mtiltiplica^ 
tio^s indiquees^ ct qui donnera 

a3 + 3a»6 + 3a6» -f 6* ' 
*f/3a"c 4.eaic+36*c 
4- Zad" + 5bc*. 

De VextraJttiOn des tadnes des quantit^s complexes. 

146, Ayant expose la composition des , puissanced 
des quantit^s Complexes^ je vais passer a Textraction 
de leurs tacines^ en commen9ant par la racine cu-« 
bique des noifibres. 

Pour operer rextraction de la faciii'e cubique des 



(*) La formiiledn d^vdoppciki^t ^ (« 4-A)^coiiTient k tontes 
les yaleun de I'ezposant m , ec s'applique fe'galement au caa oil cet 
cxposant serait fVactionnaire oa negatif. Cettepropri^te,qai est lvi»^ 
importaiiKiy estprbuvee dans i6 CompUmetu de ce traitc.. 

Eleihens d'Alg^hre* O 
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nflmbres , fl feut d'abord connaitre les cubes des nom- 
bres d'un seul chiffre ; on Us trouvera dans la second, 
ligne de la table d-dessoils : 

,35456789 
1 » 37 64 i»5 ai6 3^ 5i2 739 

et le cube de jo 4tant iooq , toutnombre de trois.chif- 
fres ne renferme que le cube d'un nombre d ua seul. 

La formatioB du cube d'un nombre de deux chaffiies 
s'opere d'un« mani^re analogue a ceUe du qnaxre ; car 
en d^composant ce nombre en dixaincs et en unites , 
d^signant ensuite les premises par a, les secondes par 
-b , il vicnt 

ce qui fait voir qu* & cube, ou. la tfoisUme puissanct. 
d'un nombre compoU de dixaines. et d'uniiis , rmfeme, 
cvatre parties , smvoir .• le cube des dixaines. troisfois 
le auarri des dixaines multipH^ par Us unites , troisfois 
les dixaines muhipBes par le quarrd des unites, enjin 
le cube des unitis. 

Soit 47 le nombre dont on demande la troisi^me puis- 
sance ; en ftu^aBt o = 4 dixaines ou 4o , 6 => 7 '^rtites , 

on trouvera 

•a' = 64ooo 

3a»J = 33600 

30**= 588o 
fes— 343 

Ti^al...;' io3835 =i$7 5< 47 X4y- 

Pourrevenir ni^ntenant du cube io38a3 asa «^ 
cine 4^, on remarquera d^abord que 6^^. ««** 
rdSLiaes4. na point de cHiffres s^cahft^^- 
ordre inferieur aujc mflle ; an peu* done , dans « 
^cher^b, du cul^des- dixaines, faire abstraction^ des 
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ccntaines, des dixain^ et des unites du nombre lo38a3* 
t) apres cela , en disposant ro^eration comme pour 
Fextraction de la rapio^ quarree , on separera les tDoii 



premiers chifflres sur la ijroite par une io^^8 a5 
virgule ; le pjus grand cube coritenu g / 
dans 1 o3 , sera celui des dixaines. On 



48 



yerra par la table ptec^dente (pie ce 5^ 8,25 
cube est G4 , dbnt la racine est 4 *, on poseradonc 4 a la 
place destinee i la racine. 'Oo retrancfcera enpttit^ 64 
de i65 ; el a edter 4^'Feflfte.3^, on abyaissera k^ trois 
ilenuers chiffresi Le reste totai^. 3^Sa3 , contieQdt^ .en- 
core trais' parties du cii^e , garoir , trois fois .1« ijuarre 
.dee' dixalses mubppli^ ps^ les.iiait;£& y ou 3a^&, troii 
fois les dixaines multipliees par le <{uaarr^ die& unites > 
tou 3 d^ , et 1^ cub.e. des ttnites , ou b\ Si on avait la 
valeur du produit 3a*ft , comme on connait deja les 
dixaini^ a, en divisant ce prodtdt par 5a*, on, obtien- 
drait les unites b, Mais qudiqu*bn ne connaisse pa» 
^(fb , on( sit ccipiendant que ce. produit n^ doit avoir 
aucun ehifiVe significatif 4'UA oifdre inf^rieur aux cenr- 
taines , puisffu'il coutient k fi^teur cf qui exp^me 1© 
qiiarre Qe§ $xwies } U ne peut ^onfi sp trouy^r que 
4^8 la pjEUftie 398 , qui reste du nonibre 338^3 , ^pras 
qu on eii a sepajfe lej^ dixaines et les unites ^ partie qui 
contient ^n QijLt;r^ le§ qe^taines que fpurnissent le product 
Sq4* cl^s. dixaines par \e quapre. de? unite?, et U cube i^^ 
4es unites. 

En divisant S98 par 48 , qui expriitie <Jans reqcempFe 
propose le triple quarre des dixaines , Sc^o^ $ >< i6, on 
frouvera pour quotients, Mais ce qui prkMe fait voir 
qu\)n ne doit pas adopter ce chiffre pou^ lee Unites de 
' k racine cherchee sans r^voir vWfi^ ,. et cela en formaiit 
les trois derni^res partiiBs du eube que doit conteiiir Ic 
restt 'SgSaS; et en faisant i ac: 3 ^ on trouve : 
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Za'b = 38400 ' 
3aft*= 7680 
P— 5ifl 



I 



Total 46^92 

ce resukat surpassant SsSaS , prouve qu'il faut dimlnuet 
le nombre 8 pris pour les unites. En essayant 7 de la 
Bi^me maniere, on yoit.quil satisfait aux conditions , 
et que par consequent 4? est laradne demandee.^ 

Aulieu de faire la verification que nous venous d'eiUr 
ployer, on pr^fere ordinair«ment tf^lever immediater 
xnent au cube le nombre qu'exprim^ht les deux chiffret 
trouv^s, en le multipHant par 'son quarr6. En operant 
flinsi sur 48 , on trom'«ra 

48X48X4^=110693, 

et ce nombre etant plus grand que le propose io3833>. 
montre encore que le chifFre 8 est trop fort. 

i47- Ce qu on a pratiqufe sur Texemple d-d^ssus doit 
» efFectuer de mime suir tons les nombres exprimes par 
plus de trois chiffres et moins de 7. Ay^t $epare les 
trois premiers vers la droite , on cherchera le plus grand* 
cube contenu dans la partie restante a gauche : on por- 
tera sa racine a la place qui lui est destinee ; on retran- 
chera ce cube de la partie du nombre propose sur la- 
quelle on a opere ; k c6t6 du reste , on abaisserales trois 
demiers chiffres; on s^parera les dixaines e^ les unites, 
0t on divisera ce qui reste a gauche par 1« triple du 
qassrl des dixaines trouvees ; mais av^t d'ecrire.le 
quotient a la racine , on.le verifiera en elevant au cube 
le nombre qu exprime ce chiffre joint aux di^dnei 
connues. Sile r^sultat'de.cette operation est trop fort, 
on diminuera le chiffre desW^s ; on proc^dera a une 
nouvelle verification , et ainsi de suite jusqu'a ce qu on 
trouve lin rcsultat egal au nombre propose , ou moindre. 
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que ce nombre , s'il n'est pas un cube parfait. Dans ctt 
cas , la raciue trouyee n'est que celle du plus grand 
cube quilcontient. Comme on a souvent des restes tres- 
considerables , voici a quoi on pourra reconnaitre si le 
chifFre des unites nest. pas trop faible. 

Le cube de a -f- i , lorsqu'on fait b^^iy deyient celui 
de a 4- 1*, et a pout expression 

quantite qui surpasse a^j .cube de a., do 

II suit de la que tqnt que le reste d*une extraction d& 
la racine cubique sera moindre que trots fois le quarr4 
de la racine , plus trois fois la racinm^ plus V unite, y 
cette racine ne sera pas trop faible. 

148. Pour extraire la racine de loSSaSSiy, on ob- 
servera d*abord que quel que soit le nombre de chilTr^s 
. de cette racine ^ si on la decompose en unites et dixaines ^ 
.le cube de celles-ci ne pourra faire partie des trois 
derniers chiffres vers la droite , et devra pw conse*- 
.quent se trouver dans loSSsS, Mais le phis grand cube 
contenu dans loSSsS aura plus d*un cbiffre a sa racine , 
qui pourra par consequent se decomposer en dixaines et 
. unites ; et le cube de ces dixaines ne descendant pas au- 
dessous des millei^ ne pourra faire partie des trois, der- 
niers chiffres 8a3. S*il restait encore plus de trois chiffres 
vers la gauche apres la separation de ceux-ci , on rep^ 
terait le raisonnement precedent , et on paryiendrait 
ainsi a marquer la place du cube des unites de Tordre 
le plus eleye de la racine cherchee^ en partageant le 
nom^bre propose en trai^ches de trois chiffres en allant 
de droite a gauche j^ la derniere pouyant en contenir 
moins de trois. « ^ 

Cela posd , apres avoir prepare Top^ration comme 

O 3 
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i Tordinaire , on dierdiera d'abord , par In regie dn 



n* precedent, latacine cubique io5>8 23,8 17 
des deux prefmi^res tmiiGb«6<i "7T 
gauche , fet on tronvera 4? P<>*w^ 



475 



48 



resultat : on retranchiera fe c?«toe 4^ 8^o3 
de ce nombre des de«ixtra6ciiefl io3. 8 23 . 
quilecontiennent;ac6teduTe8to 20 60* W 
2000, on'abaissera la tranche sui- ^g g ^ 0' 

vante 8 1 7, et le nombre aooo8 1 7 J _- 

doit renfermer les trois deini^res 'ooo o 00 o 00 
parties du cube d*nn flonibre'doift 47 exprimeles dixai- 
nes, fet 4ofit on eherche les unites ; on trouvcra done 
ces itnitea coiiime dans Texeniple du numero cite , en 
aeparant fes ^u^ der^ers chifrres vers la droite du 
reste , et en divisant la partie a gauche par GG27, triple 
du quarre de 4?- On verifiera le quotient 3 , en elevarit 
473 Au cube , et on trouvera poita- r^ultat le froAibfre^ pro- 
pose lui-rii^me , parce que oe'm^inbre est un tjube.parfait. 

L'explication de Fexemple ci-dessus peut teirir'Hcu 
de regie generale. Si le nombre propose avait une tranc1i» 
^e plus , on cspntinuerait Taperation comme on Ta %it 
pour la troisieme •, et il ne faudrait pas manqtier^'dte 
nxettre nn zero a la racine, si le nombre a diviser srfr 
la gauche du reste ne contenait point celui par iiequel 
^ faut le diviser ^ on descendrait alors la tranche sui- 
vantey el 00 op^rerait sur cette 'tranche reunie au reste , 
<^mme sur les p;recedenteSv 

i49.,PuiBque le cuhe d*unefraction s'obtient 'en ntul-^ 
tipliant cette fraction par son qukrf^^ 6Uy ct qui re^ 
vient au meiney en cubant ion hUmeratmr , et en cubant 
^on denomijmteur , il s'ensuit ,qu6n retombera sler h, 
racine en prenant delle du nouveim riumeftiteur et celle 

• 5 

4u. nouye^'d€nominq>teur L^cubc de^, par exempli. 
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^5t i— ; prenant la racine cubique de ia5 et cefle de 

iii6, tmretrouve^. 

b I 

Tel eat' le precede qu*il faut siiivre lorsque le nume- 

rateur et le denominateur sont tous deux des cubes par- 

faits : mais lorsque cela n'a jfgLS lieu ^ on s'epargne Ig 

peine d*extraire la racine du denominateur, en mul- 

tiphant par' son qoarre les detix terrnin Ae la fractioj^ 

proposee; car le denominateur resultant de oette op6- 

ratiom se trouve le cube du denominateur primitif, ef 

il ne reste qu a prendre la racine du ntunerateitr. Si on 

3 

ayait^ par exemple > ? > en multipliant les deux termes 

Jde cette feactipn par d5 , qu^re du denominateur « on 
ailvait 

_75_ . 

5X5X5' 

la racine du denominateur est 5 : quant a celle de yS , on 

trouve qn*elle estentre 4 ^t 5. En se bornant a 4> on aura 

4 . 3 , 

7 pour la racine cubique de ? , a moins d'un cinquieme 

pr^s. Pour avoir une exactitude plus grande , il faudra 

extraire la racine apprqcbe^ de yS par les moyens quo 

j'indiquerai plus bas. 

Lorsque le denominateur sera deja un qviarre parfait^ 
' il suffira de multiplier les deux termes de la fraction par 
. la racine quarree du denominateur. Ainsi ppur trouver 

la raciae cubique de -^ , je multiplie les deux termes par 

3, racine quarree de 9, et f obtiens 

151 



3X3X3' 

prenant !a racine du plus gratid cube 8 coutenu dftns 1 2 , 
i'obtien* | pour la radne ckerchie , a moins d*un tier?: 

04* 
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i5o. II suit de ce qui a, ete dempntre dans le n* <^7 ^ 
que la racine cubique d'un nombre qui n'est pas un cube 
parfait, ne peut s'exprimer exacten^ent par aucuQe frsv^- 
tion , quelque grand que soit ^e denominateur : c'est done 
Vne quantity irratjonnelle , mais d une espece differente 
de la racine quarree ; car le jplus souvent est impossible 
d'exprimer Tune p^ Tautre. 

i5i. On povrrait obtenir la racine cubique appro- 
cbee par le moyen des fractions ordinaires, en se ser- 
vant d*un procede analogue a celui que j'ai fait 
connaitre n® io3 , sur la racine quarree, et trop facile 
^ imaginer pour queje mV arrete , vii qu'il serait d*ail- 
leurs peu commode. 

La meilleure maniere d'emplojFer les fractions ©rdi- 
^aires pour cette recherche , consiste a extraire la racine 
en fractions d*une espece donn^e. Pour obtenir , par 
exemple , la racine culnque de sa , a hioins d'un cin- 
quieme d'unite, on observer^ que le cube de -f-est ^ , ^t 
on reduira par consequent aa en ^^^ ; la racine de !^5q, 
€tant prise en noipbre entier, on aura — :; <>^ ^. ? > IP^T 
celle de as. 

i5a. Le moyen le plus en usage pour extraire par 
fipproximation la racine cubique d*un nombre^ consists 
a convertir ce non^re en fraction decimale , mais en 
observant que ce ne peut ^tre qu'en miDiemes ou ^n 
millioniemes , etc. parce que les dixiemes deviennent 
des milli^es lorsqu*on les eleve 9, la troisi^me pirift- 
•ance, les centiemes se changent en milHoni^mes , ^t 
en genexi^ , le nombre des chiffres decimaux qui se 
trouvent au cube est triph de celui que contient la 
rucine, II faut cbnchire de la qu*on doit mettre a la suite 
du nembre • propose ^ trois fois autant de zeros qu'ctn 
yeut avoir de decimates a^sa racine. On fera ensuite 
Vextrtction d^apres les regies exposees d^s ce qui jpr^- 



e^de, et on separera au r^sultat le nombre demande de 
chifTres decimaux. 

Si on youlait avoir y par exemple , la radne cubique 
dc 327 , a moins d'un cantieme pres , oi^ ecrirait six 
zeros a la suite de ce nombre , et on extrairait , d^pr$» 
)a regie, la racine de 3flyoooooo. Void Foperation : 



337,000,000 


688 


Qie 


ip» 


1110,00 

3i4432 


1387a 


iflS 68o,op 
3!»5G£o6 7a 





i3 393 a8 

Oi^ separerait ensuite daux chiffre» decimaux 8ur la 
droite du resultat , et on aurait 6,88 ; mais il*sera plus 
exact de prendre 6,89 , parce que le cube de ce nombre , 
quoique plus fort que 3127 , en approche dayaiitage que 
celui de 6,88. 

Si le nombre propose contenait deji des decimales , 
il faudrait, avant de commencer I'extraction, mettre a 
sA droite autant de z^ros qu^il serait n^cessaire pour 
rendre le nombre de chifFres decimaux multiple de 3. 
Soit, par exemple, 0^07 , on ecrira 0,070 : prenant la 
racine de 70 miUiemes , on trouve 0,4. Pour pousser 
I'exactitude jusqu'aux centiemes , il faudrait mettre 
encore frois zeros de plus, c.e qui f erait 0,070000. La 
racine de 70000, extraite en nombres entiers , ^tant 41 , 
eelle de 0,07 , a inoihs d*un centieme pr^s , serait o,4i • 

i53. Apr^s avoir foumi le» moyens d*extraire la ra- 
dne quarree et la radne cubique des nombres, la for- 
mule du binome conduit a un precede analogue pour 
t^^enir la racing d*im degre quelconque \ mais aujw*- 
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tant d'expolcr ce precede, ]c fcrai ^dqttts remarqncB 
sur Textraction des racines dont Texposaiit est un nom— 
hre ^ a des divisenrs. 

L'fxtractfon de la racine ^atri^mie pent s'effectuer 
au moyen de deux extractions succesiives de la racine 
quarree, car eh prenant d'aboid la racine quarree d nne 
quatrieme puissance, de d4, pat esCemple, on tombe sur 
le quarre ou a* , rifeultat dont la raciie quarree est a, 
ou la quantite cherchee. 

On verra de mime que trois extractions successives 
de la racine quarree Equivalent i Textraction de la ra- 
cine huitieme , puisque la racine qflarree de a* est a* , 
que celle fle a* est a*, et qu'enfin ceHe de a* est a. 

II est evident de cette mairiere , que toute racine d'utt 
degre marque par quelqu'un des nombres a, 4, 8, i6> 
3fi , etc. c**8t-a-dire par une puissance de a, s*obtiendra 
par ime suite d'extractions de la racine quarree. 

Les racines tlont Ifes fexposans rie sont pas des nombreft 
premiers , peuvent se ramener a d'autres d'undegri 
means -eieye ; la racine sixieme , (^ exemple , s'obtLeDdra 
par use extraction de la racine quarree suivie d*uil* 
extraction de la racine cubique. Pour s'en convaincre , 
il suffit d'obserrer qu'en operant ainsi sur a^ ^ on trbuve 
d'^ord a^y puis a/, on pourrait aussi prendre d'abord 
ia racine cubique , >ce q«i donnerait a^> puis la racine 
quarree , «t on aurait «. 

i54- Je passe maintenant a la methode generale, que 
^'appliquerai au cinquieme degre. Sa marche sera plus* 
facile a saisir sur un cas particvlier; et^en la rapprocbant 
de celleB qtte faiidonxr^s potior Te^A^action de laTacine 
quarree et ^oar edlie de la Pftcioe cubique , on verra 
Btieas pehieoomment ii faut operer pour un dleffe quel- 
^onqu^. 
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Soit done a exti^re la racine cinqui^me de aSi 554007, 
J'observe d'abord qtrfe \e plus petit nombre die a chifires, 
ic'est-i^rdire 10, ien a six ii sa ciiiqiii^in« puissance, qui 
c«t 100000 , et j'en cooclus que la racine cinqui^me du 
nombre propose a tn moins deux chifFres : je pouirai 
done represeiiter cette tacinc per a -}» 5, a etant le's 
dixaines , et &les unites, et le nombre propose aur^ 
pottr expression • 

( a -(. i)5 = flS -f. 5^i ^ 10^3 ja ^ etc. 

Je ne develdppe point tous les termes &e o^tte pv^s^inoe, 
parce qu'il ^uflit de eonnaSh'e la eomj^ition des deujE 
premiers , ainsi qu on va le voir. 

Cela pose , il est evident que c^ ou la cinquieme puis- 
sance desdix^aes<ie cette racine , ne pouvant descendre 
au-dessous des centaines de mille , ne fait point partie 
des cinq premiers chifFres a droite •, je s6pare done ces 
cinq chifFres. S*il en restait plus de cinq a gauche , Je 
ferais 4 leur egard le meme raisonnejnent que tout-a- 
rheure ; et je sfeparerais ainsi le nombrig propose en 
traoqfaes de cinqchiffres, en alknt de droite a gauehe: 
la derni^ de ces tranches vers la gauche contiendra 
la cinquieme puissance des unites de Tordre le plus eleve 
qui soit dans la racine. 



£n formant les cinquiemes puis^ ^ n «; ./ 
aancesdesnombresdunseulchifFre,. ' ^ ' 



je reoonnais que aSiii tofenbe «ntre iofi4 



47 



lacix,quiemepms^cede4,quiest ^ 5^ ^^g^ 
io24> et celle de 5, qui est3ia5. o ^-j 1 

J«' jH'eads done 4 pour les dixames de la racine cfaeiH 
chee , et retranchant la cinqaieme pmssazificede.oe nom-r 
bre , ou io24de la premiere tranche du nombre prg^se^ 
j*ai pour reste 1 29 1 , a cttk duquel je descends la tranche 
Sli^y^te, lie sombre gui en resulte doit cofatenir |e§ 
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termes hM -+- ijoc^A* + etc. restans de ( a + i)^ apr»« 
qu oh en a retrapche a* ; mais le plus eleve de ces termes 
est 5M , ou cinq fois la quatrieme puissance des dixaines 
multipliee par les unites, parce qu'il ne descend pas au- 
dessous des dixaines de mille. Pour le considerer en par- 
ticulier, on separera les 4 derniers chifFres sur la droite , 
qui n'en font point partie , et le nombre lagi 5 , restant 
a gauche, contiendra ce teime , plus les dixaines de mille 
provenant destermes quile suivent. On voit done qu'en 
divisant 1291 5 par So*, ou cinq fois la quatrieme puis- 
sance des 4 dixaines trouvees, on ne parviendra qu^'a 
approcher des unites. La quatrieme puissance de 4, e$t 
fl56 ; son quintuple s'eleve a laSo ; divisant 1231 5 par 
1280, on trouverait lo pour quotient-, mais On ne sau- 
rait mettre plus de g a la racine , et il faut meme , avant 
d*adopter ce chiffre , essayer si la racine 49 qu'il donne, 
en le joignant aux 4 dixaines qu^on a deja, ne produit 
pas une cinquieme puissance plus forte que le nombre 
propose. On trouve de cette maniere qu'il faut diminuer 
le nombre 49 de deux unites , ^t que la vraie racine est 
47, avec un reste egal a 2209000 ; car la cinquieme puis- 
sance de 47 est 229345007 ; c'est-a-dire que la racine 
exacte du nombre propo$e tombe entre 47 et 48. 

S'il y avait une tranche de plus on I'abaisserait pour 
la jpindre au reste qu'a laisse dans ce cas la soustrac- 
tion de la cinquieme puissance , effectuee sur les deux 
premieres tranches; on op6rej:ait sur le reste total 
comme on a fait sur le precMent% et ainside suite. 

D'aprescequonvientde lire, il est facile d'etendre 
«iu ca3' actuel les regies donnees, tant pour ertraire la 
radne quarree et la racine cubique des fractions , que 
pour approcher des racines des puissances imparfaitet 
de ces degr^s. 

^§5. C*|?stpardes proqedes fQndes sur le? meme* 
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principes ^ qu on parvient a extraire les racines dei 
fjuaotites litteraies ; Fexemple suivant sufRta pour mon- 
trer comment on doit s*y prendre dans un degre quel- 
conque. • 

On a trouve dans^e n* i^^ , la sixi^me fiuissance 
de flx^ — 5a^; jereprends cette* puissance pour en ex- 
traire la racine iixiiime , lot poor cela )e la dispost 
comnie il suit : 



> . -f Z'jSooa^^x^ — 37500a* V 
4 i5625a»* 



2X' 



'^— 5a« 



igax** 



restB — qGoo^x'* -p etc. 

JUa quantity propod6e ^tant ordonn^e par rapport a x^ 
«on premier terme doit €tre la sixieme puissance du 
premier terme de la racine ordonneie de la meme ma- 
niere ; prenant en consequence la racine sixieme d# 
64^**, suivant la regie du n° 129, on 4 aor'. 

En ^levant ce resultat a la sixieme puissance , et I« 
foustrayaot de la qu^itite proposee , le reste , qu'oa 
obtient y commence n^cessairement par le deuxieme 
terme du developpement de la sixieme puissance de$ 
deux premiers termes de la racine. Or, dans Tex' 
pression 

( a + ft )^ = a^ + 6a* 6 + etc, 

ce terme est le prodliit de six fois la ciuquieme puis- 
gance du premier terme de la racine par le second ; et 
•1 on le diyisait par 6a^ , le quotient serait le second 
termed. 

II faut done former six fois la cinquieme puiasanc* 
du premier terme ax^ de la racine , ce qui donnera 

6 X 32**** ou igQx*^, 
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ct divisex par cette quantite le tenae — gGoa^x**, qtd 
commence \e reste de Top^ration precedente; et le 
quotient -^5(P est le second terme de la racine. 
Pour le verifier , on eleverait a la sixieme puissance 
le binor^e 2x^ — 6a' , et le resukat donnerait ^a quan- 
tite propos^e. ^ 

Si la racme devait contenir un tenne de plus, on 
trouverait apres Toperation ci-dessns , un second reste 
qui commencerait par six fois le produit de la ciii- 
quieme puissance des deux premiers termes de la ra- 
cine , multiplies par le troisi^me ; et qu*il faudrait par 
consequent diviser par 6(^ax^ — 5a^)* : le quotient serait 
le troisieme terme de la racine , et on le verifierait en 
formant la sixieme puissance des trdis termes trouyes. 
On procederait de meme pour trouver tons les ter- 
mes suiyans, en qnelque nombre qu*ib fussent. 

Des eifuations a deux termes* 

i56. Toute equation qui ne ^enferme qu'une^seuLe 
puissance de Tinconnue ,n corabinee avec des qifantite^ 
connues , peut toujours se rednire k deiix termes , dont 
l*un est la reunion de'tous ts&ait q^ renferment Tin- 
connue , et Tautre eomprend Pasiemblage des quan- 
tit^s donnees : on Ta deja vu pour le second degr^ , 
n^ io5 , et il est faoile de le coneeyoir pour un degre 
quelconque. 

Si on a par example F equation 

en passant tons les termes affectes de x dans ixh seul 
membre , on en deduira 

oil (a» — ac) x^ = b^c^ + a,^\ 

Si majintenant oa repr^sente lea quantit^s 



c* — ac par p , Mc' -^fr a^i* par ^ , 
1' equation precedente deviendra 





^ 


px^=(/; 




€t eir 


degageantla quantite s? , on aura 




d'ou ; 


'on dbnclura 


--|. 
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p*»:;=:9 
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€t prenant la racine du degr^ m dc chaque^me.mbre, 

on a . 






157. II faut observer que si Texposant m, est ua 
nombre impair , le radical naura, ^u'un seul signe , 
qui sera celui de la quantite qu'il affecte (i3i). 

Quand Fexposanit m sera p^> le. r;adical aura le 
4oiible signe :t > ^ ^\^ ^'^^^ imag^naire si la' quan* 

tk^ S est ]i^pti?e^^ ct la ^eation twa al|siurdfi » consuae 

pour le second degre (i3i)« 
Yoici quelques exemples. 
li'equation «* = — ioa4 donne 



x= |/— 1024= — 4* 

j>arce que I'exposant 5 est impair. 
L' Equation a?* = SaS donne 

parce que Texposant 4 est pair« 

Enfin , Tequation x*= — 16 donnaint 

ne conduit qu*a des valeurs imaginaires ^ parce qiie^ 
I'exposant 4 etant pair^ la quantity placee sous le ra- 
dical est negative* 

i58. Ayant d*aller plu3 loin , je ferai connmtre 
un Csdt anal3rtique qui sera tres - utile , tant potu* 
la*suite de cet ouvrage que pour son Complement, 
et qui est par lui-meme assez remarquable. C'est que 
toutes les expressions a: - a, x* — a^ , x^ — a?, et en 
general oc^ — a"* (m etarit un nombre entier positif 
quelconque ) , sont exactement divisibles par x — a. 
la chose est ^yidente pour la premiere ; on sait que la 
seconde 

x*-a» = (a: + «) (x~£g(34), 

tt par la division, on decomposerait facilement let 
autres. En diyisant de meme x"* — a** par x — a , on 
trpuyerait pour quotient 

^m-i ^ ax^-^ 4- a^x^"^ -f etc. , 

Texposant de x diminuant toujours de Tunite , et celui 
de a augmentant pareillement; mais au^ieu de suivr« 
le detail de cette operation , je poserai sur-*le- 
cbamp r^uation ' 



que 
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tpi'on peut verifier, en multipliant le second mem- 
fare par a: — a. II deyient alors 



tous les termes de la premise ligne , k partirdu second • 
etant les memes , ausigne pres , que ceux qui precedent 
}e dernier de la seconde Kgiie , il reste seulement , 
apres la reduction, x^ -a"* ; c'est-a-dire le dividend© 
propose. 

II faut observer qu a la suite du teri^^e a^a?*"-* vient 
necessairement dans la ligne superieure le term© 
a^x'n 3^ qui se trouve detruft par son cori^spondant in^ 
ferieur; et que de meme; dans la ligne inf^rieiire 
on trouve , avant le terme a«-»r, un terme— a'^-'^o:* ' 
qui detruit son correspondant superieur. Ces termes 
ne sont point ecri^s, parce quils sont census compris 
dans la lacune indiquee par les points. 

i5q, Ceci conduit a des consequences fort imp'or- 
tantes , relativement a Inequation a delix termes 

p . 

En desi^ant par a le nombre qu'on obtienjt par 
Textraction immediate de la racine, oper^e. d'apres 
ksxegles du n^ x54, on a 

a 

i = a"* ou a:"* = a** : 
P ' ' 

ct transposant le second membre dans le premier • 
il vient 

La quantite x"*— a"* se divise par x—a , et on a par 
le numero precedent 
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de dernier reaultat, qui 9'evanouit lorsque »=sa> d«- 
\iendrait egalemcnt nul si Ton avait 

x«-* + ax"^ + a'^-^x + rf""" = o (116) ; 

- et s^il existait par cons^nent une valeur de x Jl^^ sa- 
tisfit k cette demiere ^cpiatfeu , eUe satisferait 6gale- 
ihent k la proposfee. 

Ces valeurs ont aVec runit6 des relations fort fim- 
pies que Ton d^couvrira en faisant x^ay ; par-la 1 e- 
quation x*" — 0"*= o deviendra 

et on obtiendrales valeurs de x en mtiltipUant celle» 
de y par le nombre a. 

L'equatioa^^"* — 1 =0 don^e ea premier Ueu 

m _ 

puis , en divisant jy"- 1 par y - 1 , a vient 

ym-i^^-n— -f-jy--^ +jf-¥y+^V 

et ce quotient kant 6gale a zero , est T^quation d'oii 
dependent les autres valeurs de y, qui auront aussi 
bibn que VxaaUk U propriete de satisfaire 4 1 equation 

y>»__i=o ouy"=i, 

c'est-a-dire que leur puissance da degr* m sera 
I'unite. 

De la r^sulte cette consequence , singuli^re au pre- 
♦nrier coup^'eil. que I'unite pewt avoir plnsi^urs m^ 
cines autres qu'elle-m^me. 

Ces radnes , qnitwnt in^airts , sont malgr6 cela 
d'un frequent usage dans I'anatyse; mais je nepeux 
faire connaJtre ici que ceHes des quatrfe premier, 
degres , parce quil n'y a que ponces d^-^e 1 <» 
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^TO-i ^ ^m-ft ^ J _- Q^ 

qni les doniie. 

Soit, 1®. m=2, on a 

d Qu ipn tire 

s®. En fais^i^t 77^=3, il vient 

/ — »=P> 
d 051 on tirp • 

puis . y+jrrl-l=0. 

Cette derniere Equation etant resolue , donne 

— i + V/^ ^> — 1 — l/^. 
^insi pu ^ pour ce degr6 

Les deux dernieres expressions sont imaginaires ; raais 
en les elevaqt a^ cube §uivant les proc^des de la mul- 
tiplication, on trouye , par leur moyen, j^= i , comme 
le donne la premiere valeurj^= 1. 

3*. Prenant m:=4 , on a 

y— 1 = 0, 
d'ou on deduit > 

puis 1^ 

On ne yoitpas d'abord comment on poim'ait r^soudr^ 
cette equation; mais en observant que 

j^-i=cy+o cy-o.. 

Pa 



'=*.>.y=' 
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on a successiyement 

desquelles il resulte 

De ces quatre vakurs, deux seulement sont reelles, er 
les deux autres ima^naires. 

Cette multiplicite de racines de Tunite tient auneloi 
generate des equations^ d*apr^s laquelle une inconnue 
admet autant de valeurs qu*il y a d'unites dans Tex- 
posant du degre de Fequation qui la determine; et 
quand la question he comporte pas ce nombre de so- 
lutions reelles , il est complete par des symboles pu- 
rement algebriques , qui, se trouvant soumis aux ope- 
rations indiquees dans T^iguation , la y^rifient. ' 

II suit de la que les racines des nombres ont deux 
especes d* expressions ou de valeurs ; la premiere que 
j'appellerai determination arithm^tique , est le nom- 
bre qu'on trouve par les proc^des exposes dans le ri® 1 54 , 
et qui est unique pour chaque cas particulier ; la seconde 
comprend les valeurs negatives et les expressions imagi- 
naires , que je designerai sous le nom de deterininations 
als^tbriques y parce qu'elles ne doivent leur existence 
qu a la combinaison des signes de Talgebre. 

Des equations qui peuvent se resoudre comme cell/s4 
du second degre, 

i6o. Le caractere de ces equations consiste en c^ 
qu'elles ne contilpinent que deux puissances difFerentes 
de Tinconnue , et que I'exposant de Fune est double de 
celui de Fautre ; leur formule generale est , 

' or*" -}- px^ =' 9 > 
p et (7 etant des quantites connues. 
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Sii^aprcttd ti'abord x" pour rinconnue , qu que 
Ton fasse x"*=tt, on aura 

d oi 

„=_ip± k^fl+ip* (109); 
rcmettant a:" pour u , il viendra 

' cc^z=—ip±[/T+W> 7 

equation a dfBux termes, puisque la quantite 

ne reAfermant que des operations connues, a effectuer 
sur des quantitee donnees-, doit etre regard6e comihe 
conmie. 

En representant par a et par a', les deux valeurg de 
cette quantite, on aura 

±^=:'a et ,r"*=:a', 
d'ou Ton tirera 

m m 

3C':=:y^a etxzst:\/'3\ *\ 

Si texpbsaut m ^tait ]pdr', an lieu des deux'valeurs 
ci-dessife; otL en aurait ^atre; puisque cbaque ra- 
dical serait sust^eptible du signe ±, ; il yiendrait 



m m 






et ces quatfe valeurs s^raient'reeHefs si les quantit^s a 
et a' etaient positives. ^ ., 

Toutes les vVteim de x seront coinprises dam une 
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seuk fWrmuIe, en indiquant immedifttem#iit It facm« 
des deux membres de Tequatiott 

ce qui dannera 

" ■ • - ■ i -^ =.^ • 

La question srarante Qonduit a une equation de ce 

genre. ' ^ 

iGi. Decomposer le nomhre 6 en deux JacieurJs , tels 
que la sonime de leurs cublsssoU 35. "~ 

.-•-,•>■' Q 

Soitxrun de ces facteurs, Fautre sera - , etonauraf 

- ■ , a? • • •■ . 

par la $omme de leurs cubes, a;* et — 5-, I'equiBorf 

qui revient a 

on a /* -^ ^«~55d:S=~si6, 

. Si'on regards oc^ comme rinconnue, on obtiendra 
par la regie des expiations du second degr^^ 

en elFectuant les; caleals,., nuihiriques indiqn^s, on 
trouvera 

V/(V:r~ 8i6=V%=V, ... 

tt par consequent : ^ 
x='=^ii-f.^«V* = a7 ; 
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La premiere valeur donnepourle second facteurfou a , 
tandis que la deuxieme valeUr conduit a ^ ou 3 j on a 
doncdansuncasSetai^our les facWurs cherch^s, et 
'^ansrautre % et 3. Ces deux solutions ne different ainsi 
que par un changement tfordre dans les facteurs du 
nombre donn6 6. 

ji6a. Les equations que je viens de consider^r sont 
igalement comprises dans la loi generale enoncee 

n° 169 , car a faut multiplier les valeurs de |/a, \/(i par 
les racinesde TunitiB dans lie degreffi. 

En appliquant CBtt6 consideration a Tequatien 
on lui trouvera les six racines suivantes : 
^—^ L-L ^^XO, ^= 7 ^^^> 

x = — ^ ' — ^X^^, ^== ;;; ^ X 2^ 

dout ies deux premieres , sorit les selJes teell6s. 
Du calcid des radicaux. 

iG3. Le grand nombre de casdans lesquels onqe pent 
extraire exactement les raciaes, et 1^ lopgu^ur4e repa- 
ration pecessaire pour les obtenir par approximation , a 
cbidiiitlesalg^bn^e^aftdierd effectuer imiaBdiateBient 
*ur lesquantites soumises aux si^ieVdes radicaux, xe» 

P4 
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operations fondamentales indiquees surleurs racines^ c€ 
a en simplifier autant qu*il etait possible les resultats , de 
maniere a renvoyer a la fin du calcnl Foperation la plus 
compliquee, c*est-a-dire , Textraction , et a n'avoir a la 
pratiquer que sur les plus petits nombres ou les expres- 
fiioiiis les plus simples que puisserit comporter les que&r 
tions proposees. . 

L'addition et la soustraction des quantites radicale^ 
dissemblables ne peuvent que s'indiquer par les slants 
-f- et — . Par exemple , les somipes 

les differences 

Va— v/a, \/a— \/b, ;. 

ne sont pas susceptibles d*une autre expression ► 
II n'e^L serait pas de meme de la qua^tite 

parce que les radicaux qiii la composent peuvent devenjr 
semblabl^s, au moyen de la simplification indiqueedans 
le n"* i5b. On "observerait d'abord que — x 

. * i^^__ 3 3 

. . j/i6a»A= V^Sa^.a^ ou^ Qa\/ab: 
ysL a^h = V^oTTS ,. ou . a* \/56; • 



il viendrait 

ad 



4a \/2b + 2ay2b— ^ /aft. 



ct en I'efltiisant , on bbtiendrait 

'J • ,: i • ■' ' '..! •.."'.; • 

- 6^t^V^i*^l|^ V^ai ou* (6a— 5c)^/S, > 
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1B4. -A regard des iiutres operations , le calcul des 
radicaux repose sur <5€ principe deja cite : Si Von eUve , 
les differens facteurs d'un produit a une meme puis-- 
sance, le pfoduit sera ^leve a cette puissance. D'ua 
autre c6te , il est visible qu on eleve line quantite radi- 
• cale a la puissance du meme exposant que ce radical , 

en If sppprimant. Par exemple , V^a-elevi^e a - la sep- 

. tieme puissance, est a seuletiient, puisque cette opera- 

f _ 
tion, inverse de celle"qu*indique le sign^v^/ ^ne fait que 
ramener a son premier etat la quantite a. 

Cela pose, si, par exemple, dans Fexpression 

on supprime les radicaux, le resultat a£ sera la sep- 
tieme puissance dn produit indique pli?s haut ; et pre- 
nant la racine septieme , on en conclufa ^ 

Ce r^isonnement , qu'on pent applixpier a tout autre 
casV m^Atre que pimt'jmdtipiieT deuxn^xpves^ns rctr 
dicdles du meme degre ,ilfautfaire le produit des quan- 
titessoumises.aux radicaux^ et I'ajfecter d'un xodical 

du meme degrd. . ' ■ : • \: . 

« 

Au moyen de cette reglfe , on a 



1 
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=K -^nz^x ^^= — 

«■ ' • 

=^K 04-^ X.-F ^*^+^> • 



=.fX^ 



fl^^V (5aa« — A«). 



a cause que 

i65. Si on consid^re .que la septi^me puissance d» 
Texpression ^j— ', par exemple, isstr, o^ conclura, cA 
prenant la racihe septi^me de de d^mier r^sultat^ qne 

d*ou il %tdt que pour diviser l*une pw PatUre deux 
qudrUit^s raditaks du mfiine.degr4 , ilfaut prendre Ib 
quotient desquantites souwUsesaux radicaux^etVfffisc*- 
ter d'un radical du mime degr4. 
On trouve par cette regie, que 
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'1#G- II suit de la rfegle de la multiplication des radi-' 
Ciiait.du meme degre, donnee dans le n® i6*4, que poui* 
elever une quantite radkale a unepuissance quelconque^ 
ilsuffit d* elever a cette^ puissance la quantite soumise au 

radical^ et d'ujfbcter tie ce mime radical le resultat ; 

% _. 

car y par exemple , elever y^ab ala troisiem^ puissance^ 
c'est effectuer le produit 

"' \/db')X \/cSx \/aSy 

it commeles radicaux sont du meme degre , il faut (i 64) 
multiplier eatr'elles les quantites qu*ils afFectent^ puij 
pe^et le radical stti- le produit^ ce qtd donne 



De meme>:V^a^. &^ eley^ ala puiesaace qiiatrieme ^ 
donne ^ a^ 6**, qui tto teduit a 

nb yaP, 

en decomposant a* i" en a' 6' X oi^ et prenant la racine 
du facteur o7 J7 (i3o). 

II est a propos de remarqueraussi ^vlq lor squeV expo- 
iahl du rheUcat est divisible pdrcetuide la puissdtteed 
Jftqu^He oh 'dive Id quantity propos^^, I'op^r^ion s't^ 
fectue en dipistihi b^premier exposaHt parte second, Pat 
exemple-^ ♦ 

parce que 1 = 3.. - ; .. , 

En etfet, vSd^sighfeune^uailrtfbs^iiiestiiiJtfbfelac- 

teurdansfl^ et la quantity i/d,t^'oiiobtientendiVisanfc 
t*exp08ant 6 j^ar fl, n'^tant plus qtife trois fois Ikrtetd: 
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/ dans a, equivaut par consequent au prodaitde ienaC 

I des premiers facteurs ; elle est done la seconde puis—. 

•ance de Tun d^ ces facteurs oii dfe ya. 

. he m§me raisonnement s applicjuerait arexemple ci- 
^ dessous , et a tout autre : 




(/a^i) =\/(^b, .. 



1G7. En ren\;ersant lea regies de Taiticle precedent , 
on obtient celles qu'il faut suivre dans Textraction de» 
racines desquantites radicales. 

On voit d'.abord,. par la premiere , .que si (es: 
exposans des quantites soumises au radical sont dii/i^ 
sibles par celui de la racinequ'onveut extraire, I' ope- 
ration s'effectuera coinmes*iln*y avait point de radical; 
et Von affectera du radical primitif hrHsiiiUU. ' -' 

On trouve, par exeinple, . qu^ : . ^ v. , ; ..rF. 



V^-^= V/^v«=v^ 



Dela seconde xiegle du numero precedent, on conclut 
que Yext^ction de, la racine des quantite^ radicales 
s'indique en general ^ en muUipliant^ ^[exposqnt du ra- 
dical par celui de la racine cju'on veut eaaffaire. 

Par cette derni^rei regie , ontrouve que 

^.x ^^eSet, Vaf" est une quantite qui.est cinq fois fac- 

teur dans a* (a4* ii^^) > O^^s 1^ rapi^^ pu^jiq\^e de y^a\ 
devaiit etre auss^ trois fpis facteur, dftns celte deruier^ 



,y 
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qaa|[itite, se trouyera 5x3 fois ou i5 fois facteur dans 



la premiere c* : done y \/a^ z=: y^a^. On prouye- 

rait de meme que \/ |/a4! = ^7?. 

i68. Puisqu'en multipliant Texposant d'une quantiti 
soumise a un radical, par un nombre ( iSS), oneleve 
a la puissance marquee par ce nombre , la tacine indi- 
qu6e , et qu*en multipliant aussi par le m§me nombre , 
Texposant du radical (167) , on tire du resultat une ra- 
cine du degre egal a celui de la puissance qu'on a formee, 
il s*ensuit que cette seconde operation ramene dans son 
premier etat la quantite proposee. 
f 

L'expression V^, par exemple , pent se changer en 

V/a*', qui s'obtient en multipliant par 7 les exposans 5 

et 3; car multiplier par 7 Texposant de a\ c'est former, 

5 

par le radical k a**, la septieme puissance du radical pro- 

5 . 

pose, et multiplier par 7 Texposanl 5 di; ra,dical V^a**, 
c'est prendre la racine septieme du resultat , operation 
qui detruit Teffet de la premiere. 

1G9. Par cette double operation, on ramdne au merrui 
degre un nombre quelconque de radicaux de^ degres 
dijjferens , en multipliant d-la-fois Vexposant de chaque 
radical et ceux des quantites qu'il affecte , par le pro- 
duit des exposans de tous les autres radicaux. L'iden- 
tite des i^ouyeaux exposans des radicaux est eyidente 
par elle-meme , puisqu'ils sont formes du produit.d^ 
tous les exposans des radicaux primitifs ; et d'apres ce 
qui pr^c^de , chaque quantite radicale n*a pas changi 
de yaleur. 

* Oa transfonbe par oette regie , j 
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• » 

3S 35 

en v/o^'ft'-^ et \/c^d'^; 

de m^me les trois quantites 

|/^, i/^, vf*^, 

deviennent respectivement 

|/a3SA7% v/a4^c«^ |/ft6o^^ 

S*il y avait^des norobres sous les radicaux^ il fau« 
4rait les elever a la puissance marquee par le produk 
des exposans des autres radicaux. 

170. De meme , on peut passer sous un radical un 
facteur qui en est dehors , en I'elevant 4 la puissance 
marquee par Vexposant da radical. 

On changera^ par exemple, 

« 3 _ 3 

a* en t/a***, et aa \/b en yia^b. 

171 . Apres avoir reduit au meme degre , par la tran^ 
formation pr^cedente , des radicapx quelconques , on 
leur appliquera sans diffic^lte les regies donnees dans 
les n*' 164 et i65^ pour la multiplication et la division 
des quantites radicales du meme degre« 

Soit en g6n^ral- • 

m n , 

Je cbange ( 169) 

\/aPb^^ \/b'c\ 

run mti' 

•n \/g,''fb''^, |/p^^; .J. 
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tt la r^gle da n^ 164 > donne 

mn mil ira 

pour le produit des radicairs proposes. 
On a aussi par le n® i65«^ 

» ~ mi» "^K i«V"~l^ ?^^^ • 

Remargues sur quelques cas singuliers du talcul 
des radicaux. ' 

17a. Lea regies auxquelles on vient de ramener le 
calcul des radicanx » s'appliquent sans difficult^ aux 
quantites r^elles ; mais elles induiraient en erreur par 
rapport aox quantites imaginaires , si on ne les accom-. 
pagnait pas de quelques remarqnes qui tiennent aux 
proprietes des equations a deux termes. 

Par exemple , la regie du n"* 164 donne immedia-- 
tement 

ct si on se contentait de prendre + a pour \/ a', le resultat 
terait visiblement fautif , car le produit y/ — -aX V^ — a, 
^tant le quarr^ de \/ — a , doit s'obtenir en siipprimant 
h radical^ et est par consequent egal a —a. 

Bezout a tres-bien expliqu^ cette dii&cult^ , en ob- 
•erv^ant que quand pn ignore de quelle mani^re a iti 
fbraae le quarre a^, «t qu*on en demai^de la racine , on 
doit assigner egalement + a 6t — a ; mais que quand oq 
•ait d avance laquelle de ces deux quantites a ete multi- 
pUee.par jelleHa^me pow former a* , il n'est plus permit^ 
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lorsqu'on revient $ur ses pas^ d*en prendre une autre< Ce 
cas est evidemment celuide Texpression ^ — aX V — ^ \ 
on salt alors que la quantite c^ ^ compri^sous le radical 
V/ a* vient de — a multiplji par — a , rambiguite cesse 
done ; et quand on revient a la racine, il faut mettre — a, 

Le m^me embarras aurait lieu aussi pour, le produit 
V^flX t/tt, si Ton n'etait pas conduit, parce qu*il ny a 
aucun signe — dans Texpression , a prendre immediate- 
ment la valeur positive de ^ a\ II faudrait faire attention 
que , dans ce cas , a* venant de -f- a multiplie par + a , 
sa racine doit etre necessairement + a 

Ces raisonnemens ne laissent aucun nuage sur le cas 
particulier qu*on vient de con#derer ; mais il y en a 
d'autres qui ne peuvent s'expliquer clairement que par 
les proprietes des equations a deux termes. 

173. Si par exemple on demandaitle produit v/aV^—i ; 
enreduisant le second radical au m^me degre que le' 
premier ( 163 ) ,* on aurait 

resultat reel, quoiqu'il soit bien evident qiie la quantite 

reelle ^ a , multipliee par la quantite imaginaire V/ — 1 , 
doive donner un produit imaginaire. II ne faut pas croire 

•cependant que Texpression y/ a soit tout-a-fait fausse , 
mais seulement qu*on la prend alors dans un sens trop 
particulier. 

4_ 

- En effet , V a^ consid^ree algi^briqaement , ^tant 
Texpression de Tinconnue x da&s Tequation a deux 
termes. 

37* — a = , 

est su«ceptibled^ quatre determinations differentes (1 69), 

car 
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yfarsion faita=«t^, en representant par eclavaleur nu-* 

merique de ^ a^ abstraction faite de son signe , on la 
determination arithttietiqiie de cette <|uantit6 , on aiur^ 
les quatre valeuts 

dont latroisi^e est pt^cisement le produit propose^ 

Ayec un peu d*attentioii ^ on reconnait aiseinent hf 
cause del'ambiguite qu*on tient de remarquer. La se^. 
€onde puissance + i ^d^ quantite -^ i plac^e sous lo 
radical quarte > pouyant yenir aiissi bien de -f- 1 X + 1> 

que de— 1 X— i, on introduit dans la quantite y \ deux 

determinations qui ne se trouyaient pas dans ^ — i . 

I En g^neral^ la maniere doiit on a trouy^ la r^gle qui 

"• - * -. 
sert i fi|»ner le produit V^a X V^ > reyient k ^leyet 

€e prod&t a la puissance mn ; car si on Tayait repre-*^ 

•ente par 2, oa qu'on eiit fait ^ 

m » 

tin ileyaat d'aboid i la puissance m, on aiirait eu 

puis ^leyant encore k la puissance n, il serait yenu 

Ce produit n'itant done connu que par sa puissance 
du degr6 mn ^ ou par une Equation de c^ degre a deux 
termes , doit ayoir mn determinations ( i5j9 ) : et on le 
CGu»9oit ais^ment lorsqu'on fait attention que les expres-^ 

m n , 

•ions v/a et ^b , n*^tant autre chose qite les yaleurs 
Siemens d'Alg^bv. Q 
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des inconnuea x eXy dans les Equations a deux tenne% 
of* — a = o, y* — i = o, 

et par consequent ausceptibles de m et de n determi-* 
nations ^ on pourra , en oombinant chacune des m deter- 
minations de X avec chacune des n determinations i»y, 
o]p>tenir pm determinations du produit demand^. 

Quand il s'agit de quantites xeeHes y Hi nj 9l point 
^'embarras a choisir^ parce quele non^re de determi- 
nations de cette espece ^e surp^ssp jan^iais dei|K (iS/)^, 
qui ne different que par le s^gae. 7 

174. £nfaisapttt8fige 4e ^ ti;ap8formfttiou du u* 169; 
on fait tomber toute la difficulte sur les racines de -f- 1 ^ 
oude — i-,car8ionpo8ex=€eiet^=/Stt,aet|8desigBant 

les determinatioQa uumeriqnf^s^d^ V^a > ^b, sans ^gard 
au signe, les equations 

a:-::pa=o^ yrf:A=o, 
deyiennent 

^•«if:i=o, i«»rpi=o, 

et on tire Texpression 

dans laqueQe m^ represente le ptoduit des nombre» 

V^a, ^b y ou la determination arithmetique de la racine 
du degr6 mn du nombre a^b^. 
Qoand <>a voadra partici;daiiser le ptoAaft ides radi^ 

caux V^±;a^V^> P^ ^uie detenxuiiatioii spioialft 
de .c^Xfidicavix, il faudra trauyer^ d'^^nes ki iqu^ 
lion» 
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les diverses expressions de |/±:i , \^±:i > et les Qom'« 
biner cohyenablement. 

An reste , ces operations ne se pr^^eiil^uft guere que 
pour quelques cas fort simples, dont voici lesprif dpaux;, 

jesupprimele radical de ^/— i , et j'obtiens 

a*. |/i:S X l/^ = V'oi ( V^— T)* ; 

)e ne multiple point ici -* i par *-^ i , parce que je 
tiormberais sur raii3J>iguite remarqa^e d^os le n^ ij5 
mais )*ob8erve que le quarre de la jad^e qiiatiitoiA 
n*est autre chose que la raciae quair^e ^-et iT yieat 

alors 

4 ♦ 4 
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^r= V/fl« X — I =— |/flA. 

On trouverdit ainsi des risiik^tb alt^:iiatiyement r^li 
et inaaginair^. 

Du calcul dej^ epcposans fraetiomuiipes: 

175. Lorsqu'on r«mplace les radicaux par les expo- 
Bans fractionnaires qui leur correspondent (1^12)^ Tap* 
plication tnkmMiate des regies des exposans, foumit les 
mSmes r^sultats que les procM^ usites dans 1« calcul 
desradicaux. 

En effejt, si Tou transformer par exemplcj 
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en 

on aura 



i. a * a 



V'«^ X V/oV=a" A^ X a' c' =r 

puis en observant que f = i + J- , que par consequent 

«'=a^"*"^=aXa^(25), 
ct que a^b^ c^ equivaut a ^ab^4f , il yiendra 

resultat non-seulcment exacts mais encore reduit a sa 

plus simpk expression. 

, *, 

■ % 

m n ^^^ 

Soit Texemple general \/aF9 X \/6 V ; les ra- 
dicaux proposes se transformeront en 

L I 1 L 

ct il viendra , suiyant les regies des exposans (i^), 

PI i 1 t L^L i 
a"» i"» X ft" c"= a"* &"* " c". 

Si maintenant on yeut effectuer Taddition des fractions 

i^ -, ilfautlesfairereduireaumemederiomihateur; 

• ct afin de donner de runiformit^ aux resultats, il fawt 

Tf S 

en faire autant sur les fractions -^-^ ~: onobtieutparce 

m n ' 

moyen 



np ncf-^mr tns 
.ran 



a^*^ b **" c 
et passant aux radicaux^ on a 
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176. La diyision s'eiFectue aussi simplement : on a^. 
par exemple ^ 

ce qui se reduit a 



- 1 >- 



a' c' 



et en passaBtaux radicaux, on a- 

On a en general ^ ' 

« r * * 1 

et en reduisant au meme denotninateur les exposan»^ 
fractionnaires ^ pour cffectuer la sou$tracion iadiquee ^ 
ontrouve 



11 est aise de ^B^ la reduction des exposans frac- 
tiomiaires au mem™cnomkiateur , remglace ici la re- 
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duction desradicaiix au meme degri, ct conduit pre-* 
citement aex m^mes r^si^ats ( 1^71 )• 

177. n est tout ai^ evidcn*, par k regie du n* 127^ 
^tparcellexdu n^ 129,^ que: 



» w 



Lj& calcul des expo6an$. £raGtioimaires est un dea, 
cxemples les plu5 F^marijuc^les de Tutilite dea signea. 
lorsqu'ils sont bien choiais. L!analo^e qui regne entre 
les eJkposans fractionnaires et ceux quisontentiers, ren^ 
fcs regies qu'il faut suivre dans le calcul die ceux-ci , 
^pplicables a celui des autares^ Mn& qu'il a fallu de». 
raisonnemens particuli^rs pour dtecouvrir le& regies da 
calcul des radicaux- , parce que le signe |/ , qui les 
exprime , n'a aucuiie liaUan ayec Top^ration qui les en- 
gendre. Plus on ayance dans Talgebre , et plus on recon- 
nait les nombreux avantages qu a produit dans cette 
Ipieiic^ b notation des exposans^ imaggnee p^r Deacartes.. 

7%^one g4n4rak dts. ^qufUipns^ 

' 178. Le» equations, dtt premier et dti second d^gre ^ 
'aont, aproprement parler^ les seules dont on ait una 
solution complete ; mais on a decouyert, aux equations, 
de d€gr6 quelconque, des pjroprietes generales qui con- 
duisent ales resoudre lorsqu'elleft sont num^riques, et 
qui offrent de nombreuses con^eouences pour les, par^ 
ties plus elevees de Talgebre. Geflfe|Metes tiennent a. 
une forme particuJiere ^oyjs la,<jueJ||otute elation f ^^ 
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En la supposant aussi gfin^rale qu'elle petit Ntr« , 
pour un degre qaelconque , line equation doit renfermer 
toutes les puissances de Imcomme, depuis celle deca 
degr6, jusqn'a la premiere inclusivement , multipU^es 
chacune par des quantit^a <ft>nnae8 , et en outre ua 
terme tout connu. 

L'^qnation g^nerale da cinquieme degri , par exem- 
ple , contiendra toutes les puissances de Tinconnue , 
depuis la premiere jusqu'i la dnquiem^ inchtsivement ; 
•t s'il J a plu&ieurs termes afFectetf de la mdme puis-- 
sancede Finconnue^ il faudra les concevoir r^nnis en 
mn seul, colnme on Tafait pour les ^quatioi^ du second 
degr^ dans le n^ 108. Ensuite on passera, ainsi qu'onTa 
fait dans ce numeifo , tous les termes de Tequation dans 
un seul membre , Tautre sera necessairement ^gal a z^ro ; 
et on rendra le premier terme positif en changeant^ s'il 
le faut , tous 1^ signiis de Tequation. 

On aura par ct moyen una expression semblable k 
la suivaote : 

njfi+px^'i* qi? -4- rjf -4- jx -f- fr=o, 
dans laquelle il faut bien observer que les lettres n, p^ 
9> /> Sy *> peuyent repr^enter des nombreaf n^gatifs 
aussi bien que des nombres positifs. Puis divisant tout 
par Uy a£n de ne laisser au premier terme que Tunite 
pour ooei&cientf et faisant 

e=P, 2=Q, r=/i, f==5, f=r, 

3 viendra 

Dor^nayant je supposerai qu'on ait toujours pre- 
pare les ^qiiationV ainsi que je yiens de le faire/ et 
Je representorai P«quadon ginirale d*un degri6 que]^ 

<i4 
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La lacune indiqu^e paf left poiats se remplit lorsqu'oni 
doQne a Texposant n une yaleur partdculiere. 

Toute cjuantite ou toute expression , soit reelle , 6oit 
imaginaire^ qui^ mise a fa place de Imcomiue x dans* 
une equation preparee qomjme ci-dessus, en rend le' 
premijer membre egal a zero , et par consequent sati»- 
fait a la question , se nori^me l^racinede I* equation prO" 
posi^. Mais comme il ne 8*agit pas ici de pUifsances y 
cette deception est plus generale que celle que j*ai 
donnee jusqu a present au mpt raciiie {qo, lag). 

179. Voici une proposition analogue k celles des nu- 
meros 1 1 6 et 1 69 , et que Ton doit regarder comme fonr. 
damentale.. 

J[ja racine (Pune equation quelconque^ 

x« + Px»-* + Qx"~* +Tx + U=o 

itant repr^sente&par a., le premier membre de cette dqua*- 
tion se divise exacterjient par le binome x •?— -. a. 

£n effet^ puisque a est unie yakur de x, on a nece%-:: 
sairement 

a" + Pa"-' + Qor"^ ......-<- Ta -*r ^ =^ o>. 

et par consequent 

Uzzz^a""— Pa""-^^ Qa'^ ....... -^ Ta ;^ 

ensorte qu€ Tequatipn proposifee est identiquement 1^ 
9ieme quC: 

x* + Pa:»-> -I- Qx"-* + ^^ I _ 

— a»--r Pa«-* -^ Qflt"-*. . . . . -r-Ta i~^' 
«t revient a . 

^«— a» + P(a:«-'— a'—O + QC^"'*— ^*^) I— .« 
.../ H-rCoj-aU^ * 

l^es quantitef 
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x'— a», .x»-»— fz»-», X"-*— a'-% : . . .. x — a, 

i^tant toiites diyisibles par x.— a ( 1 5S ) , U est evident 
que le premier Qiembre de Tequation proposee aura tous 
ses termes divisibles par cette quantite , et sera^par con- 
sequent divisible par x — a, comme le porte lenonci^ 
de la proposition (*). 

1 80. Pour fotmer le quotient , il ny a qu'a 9ubstituer 
au lieu des quantites 

x" — a", X"""* — ifl"""*, x""*— ^a""*,. . ... . x-i-i«, ' 

les quotiens qu'elles donnent , lorsqu'on les diyise par 
9: — a, et qui sont respectivement 

X""* -Har"-^4-a*x»"3 +a«-*, - 

a;""* -f- xzx"""^ + a"""*, 

x"-"^ +0"^^, 

+ ^- 
£n ordozmant te r^sultat par rapport aux puissances 

de x; on trouvera 

(^) D'Alembert proitve la rn^me proposition , aiusi qu^il suit : 

Si I'on concoit que U premier membre de Pe^ation proposde soit 
divis^ par «— « , et que Pop^rationait^t^ poussee jusqu^^ ce qu"'on, 
ait ^puisd tons les t^nnea affeptes de 9 ,, le reste „ s'il y en a un., ne 
pourra contenir x, £n le repr^ntant par R , et nommant Q le quo- 
tient qoelconqoe anquel on sera parvenu ; on aura necessaii'cment 
^n^pj:^— ■ 4-etc.=s^(« — «)4-Jl- 

Or, lonqu^Ja place de « on fuMtiie a, le premier memlire sV 
ncantit , puisque a est la valeur de « ; le terme Q.{»'-fa) s^an^antit 
anssi , k cause du facteilr x-~a qui devient zero : on doit done avoir 
A = o, et cela, independamment dela si^bstitution ^ car ce restene 
contenantpas xe, la substitution ne peut s'y eSectuer, etil conserve 
apr^ la valeur qu'd avait auparavant. 

II suit de Ik que , dans tous les cas , A =: o , ct que par cons^neai 
«« + P' ««""-* 4- C4t'»""' , etc 
^ divisible exactemcnt par 2 -- «.. 
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at*-»-f-ax"^-f- o^a:""^ -f- ««^» 

+ Px»-*+Par"-"3 ^P(t^ 

+ Qoc^"^ -f-^o— » 

iSi. n est nsible, d*apr^$ les s^ules regies de la A^ 
mion, qae k plremier membre de Viqaation 

OP* -f" -P^*~' + Qx**"^ -+• etc. = o , 

toot fivis^ par x — a ^ donnera nn quotient de la formv 

ar«^» 4. P'a:*— + Q'x"-* + etc. 

P^, Q^, etc, d^signant dies quantites conuues differentes 
deP, Q*,. etc. Oil aizra done 

a*HhPx*-'-t-etc.= (x—d) (x^* +P'x"^ + etc. >, 

ttsaivaatrobseryatiozt du mimera ii&^ I'equation pro- 
posee se T^iiGera de deux mani^res ^ savoir : en faisant 

x-»-tf=a on X*"' -t*P'x'''^-f- etc,=ro, 

Si matnteQipt Feqiiatioii 

ac*-» + P'x*^ -J- etc. = o 

a one racine &^ son preimer iBe9d>re sera ^visible par 

■jc — fi ; 00 amra encore 

x—» HhP'x*-* + etc.= Oc— 3) (x'*-*+ P'x*^*+etc.) 

ct par conseqiient 

a-+Px»--«4^tc.==<a!>-^X^»>^)(^'^+'''^^ 
reqnafkni propose povrm «k»ic sft Tenfier de trois 
mam^res^ saroir : en faisant 

X— <c=30, on X 0" o^ on ap*~*-|»P^ji'' '-^clcrrro* 

Si la demiere de ces equations a une raicine c , son pre- 
Biier membre se^ecomposeraeacore en denxfacteurSj^ 

X— c,t x^+P*x»^'^-f-et€»=o^ 
et Ton aora 
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x^ + Px«-* + etc.. 
a=(a>-«) (i>-i) (a>-ic) <a:«-3 ^ i^x»-^ + etc. ) ; 

d*ou Ton voit que Tiquation propos^e pourra se veriGei 
de quatre mani^res, sayoir : en faisant 

a>— a=o, a>— fc=o, x c — o, a:""^-f- P^a^^ + etc.=Orf 

En continuant de raisonner ainsi, on obtiendra sue* 
cessivement des facteurs des degr^s 

n^-'4> ^ — 5, i» — 6, etc,'; 
tt si chaeun de ces facteurs^ egale a z^ro, est su^ 
ceptible d*une racine , le premier membre de I'^quation 
proposee sera ramene a la forme 

(x— a) (x— i) (x— c) (X— d). . . , .(x— /), 
G*est^-dire decompose en autant de facteurs du premier 
degre qu'il y a d'unit^s dans Texposant n de son degri. 
(i'equatioii 

X* + Px*"* + etc. = 0> • 

pourra done se verifier de n m^nieres y savoir : en faisant 

pp— fl=0, OU X-wifcnrO, OU X^— c:=0, Ott X— <t=0 > 
ou enfin x— /=o. 

. II faut bien remarqiier que ces Equations ne doivent 
etre regardees comme yraies qu^altemativement, et qu*on 
tomberait dans des contradictions manifestes , si Ton 
supposait qu^elles aient lieu en meme temps. En eiTet^ 
de X — a = o, on tire x==:a, tandis que x — 6=0 
conduit ax = fr^ coBS^quenoesquinepeuyent s'accor- 
der Ibrsque a et & sont des quantites inegales. 

\S2j^ tifi premier membre de T^quation proposee j^ 
x* 4- Px«-* + etc. == Q, • 
4t9nt d6eorapos6 en n facteurs dn premier degri^ 
»f^a,, JC— *ji «— Cji a?— 'd, x— /; 
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n'en saurait avoir d'autres de ce degre. En efFet, si 
premier membre etait divisible par x — « , par exemple , 
on aurait necessairement 

x»+Px"-* + etc. = (x— «) (x»-*-f-pa;»-* + etc.> 
ct par conseqpuent 

(x— c) (x— i> (x— c) (x— rf), C^— /> 

=(x— «) (x»-*-f P^""* + etc.)i 
Riais le premier membre de cette equation s'evanouissaiit: 
lorsque x = o, il en doit etre de meme du second^ .<p4«r 
dans cette hypothese , devient 

(a— flfc ) ( oT"' + pc"-* + etc. ) ; 

et comme a et «t sont supposes inegaux y le premier fao 
teur a — et n'est pas nul : c*est done le facteur 

fl»-»4-pa«-^ + fetc. 

qui doit le devenir ; ainsi la quantite a est necessairement 
racine de Tequation 

x"""' + pj^""^ + etc, == o. 

I] suit de la que son premier membre est divisible par 
X — <2 , et que 

a"- »+;w:«— + etc. = (x— a)(x"-*+p'x»-*+etcX 
d*ou il resulte que 

(±-<-a) C^ — i) (^— c) (x— d) C^— O 

. =(^_^) (x— a)Cx"-^+p''2;"-3 + etc.). 

Divisant les deux membres de cette equation par x — ir^ 
en en deduira 

(x— 6) (x— c) (X— (?) (x— /) 

= (x— fic>(x«-*+p'x«-3 4.etc. ). 

On prouvera comme plus haut que le second facteun 
x»-*-i-p'x»-:^+etc. 
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du second raembre^ doit etre divisible par a;— i, ce 
<jiii reduira 1* equation ci-dessus a 

=(x— a) (x«^ -f p*' 07'— 4 + etc. ) 

En continuant ainsi, on 6tera successivement du px^^ 
niier membre et du second (/i — i ) facteurs : il ne res* . 
tera dans Tun que x — / , et dans Tautre que x— ;c ; 
on en conclura done 

X — /=x — a ou /:=*. 

II suit de ce qui precede , qaune Equation d*un da^ 
gre quelconque ne pent admettre plus de diviseurs bi-^ 
nomes du premier degri , qu'il n'y a d' unites dans I'ex^ 
posant de son degr^ , et qu'elle ne peut avoir par conn', 
sequent unplus grand nombrede racines. 

i83. En regardant une equation comme le produit^ 
d'un nombre de f^Cteuis 

X— a, X— i, X— c, X — id, etc. 

egal a Texposant de son degre, ell e prendra la forme 
du produit indique dans le n° i35, avec^ cette mo- 
dification que les termes seront alternatiyement po- 
fiitifs et negatifs. 

Si Ton se borne a quatre, facteurs^ par exemple^on 
aura 

aA — ax^ + a£x^— aicx-f-aicd=:» 
•^^ba^^acx^^^abd'x 
— coi^'{-adx^'r-~acdx 
— dx^+bcjc? — bcdx 
-firfx* 
+cdx* 

Les seconds termed des binomes x — a,x — b, x — c, etc. 
^tant lee racines de Tequatien, prises avecun signe con- 
traire^ l«s proprietes reinarquees dan$ le n^ i35, et 
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prouvees en general dans le n* i36^ auroat lieu pour 
le cas actuei de la manieoe suivante : 

Le coefficient du second terme, pris avec un signm 
eantraire , sera la somme des racines •* 

Le coefficient du troisOme terms sera la somme des 
prodiUts des racines muMipUees deux a deux : 

Le coefficient du quatri^me terme , pris avec un sigM 
contraire, sera la somme des produits des racihes 
Tnukipliies trois d trois , et aiiisi de suite , en observant 
de chanj^er le signe des coeflSciens des tennes de rang 
pair. 

Le dernier terme f soumis commeles autres a cette loi^ 
sera le prodmt de toutes les racines. 

En ^gajant, par exemple, a zero le produit des trois 
£^t8urft 

X — 5, a7-f-4> *+3» '« 

9n formera Tequation ^ 

x^+Qx^—sSx — 60=0, 
dont les racines seront. 

+ 5, -4, -3: 
on aura ^ pour leur scHiime , 

5— 4— 3=r:— a; 
pour celle deleursprodyits 2 k a 
+5X— 4+5 X— 3— 4X— 3=— ao— 1 5+i fl=>- aS, 
et pour le prodiiit des 3 , 

+ 5X— 4X— 3=60. 

Cast aussi ce qu*on deduirait des coeffidens a, — fiS, 
-^ 60, en changeant le signe de ceozi.du second et da 
^patrieme terme. 
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Si on igsle k z^ro h pioduit des fiactetm 

fc— a, a:— 3et «-f-5, 

r^quation r^wiltaatf 

«*— !9a: + 3o=o, 

^'ayant point de terme affecte de x* , puissance imnie-« 
diatemeixt in£&naare a celle du premier terme , manque 
de second terme, et pela parce que la somme des ra- 
cines , qui ^ prise avee un aigne contraire^ fonae ia 
coefGcient de ce terme , e$t ici 

#u ziito, ou en d'avtres termes , parce que la somme des 
radnes positives est egale a celle des negatives (^}. 



(^) On pouragit croire que pour d^on^rir les racinet d'luwi^gEue 
tion queloonqae du quatriteie degr^ 

i) suffirait dt la comparer ayec le produit du nuxn^ro i83t 'Q ol»t»<». 
Tanc d'egaler les quantit^s qui multiplient dans Fun et dans Tiuiuv, 
les m^es puissances de x : c'est par4k cpe laplupart des auteuxs 
«l^entaires pensent d^montrer^ quVite Equation, ^un^degM f««f- 
coitfus en le produit d'autaiU defacuun timplte 4fiCily a 4tumStH 
dam fexpotant de son 4^^ ^ on verra par cequi suit que ieiir vai- 
lonnement est fautif. Je n'ai condu cette proposition que con* 
ditionneUement daHs le num^ro iSa , parce c^i^il faudrait, pour Taf- 
firmerpositivcment, montrerqn'uQe Equation d*un degr^quelooaqoa 
a une racine, soit r^le , soit imaginaire , ce qui ue paradt pas facile 
It faire dans les ^mens » et ce qui heureusement n'est pas n^cessaire 
alors : on pent d'aiUeurs Toir dans le CompUment hu refle^ioiM que 
)!ai rapport^ k ce ii^et. 

Eu Coimam les Equations 

^hcd ss f 

pour en tirer Jes Takiira det Jetcret tf, h, Ci d^ qui seraicnc les racists 
da IVquatioB propof^, I^^MlCui strait iS^xt conpliqu^^ sioa ?oulaic 
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1 84. Qtiaad on considere unfe Equation cotnme foi*— - 
mee du produit dfe plusieurs fac^enrs simples , ou du. 



employer h la d^Cerminatioii des inconnues 4S , 5 , c , </, le proccfdo 
du num^ro 76; mais si on muJtiplie la premiere des ^cpiations ci- 
dcssus par «», la secondc par a', la troisi^rae par a , et qu'on afout« 
ces trois produita i^vec la quatriime, memfan: k'oiembre > on aura 

. 4*oh on conchit, par un6 simple transposition , 

tf < 4- ;» « ' + y « * -H r tf -f # = o. 

Cctte Equation ne contient {^us que a, m&is elle est enti^remeiit sem* 
^able k la proposee : la dilficulte d'obtenir « ^t done la m^meque 
celle d'obtenir «. 

Ainsi^ comme I'a dit Castillon (Mdm. de Berlin, annee 1789): 
«t On proUYc bien dans toutes les Algebres, que par le produit de plu'^ 
> sieurs binomes simples on forme une equation de tel degr^ qa'oa 
» vent, mais on n'a pas fait voirqu^une e'quation forme'e par la 
a multiplication de plusieun binomes simples ^peut avoir tels coeffi* 
» ciens qu'on veUt. m 

Si, aulieude multiplier les trois premieres equations en a, b^ c, dj 
par <»', a* et « , respectivement, on les multipliait par ^3, *' ct^, ou 
par c3, c', c, ou par d^y d^^ d, et qu'on ajout&t encore Ub p(oduit9 
ik la quatri^me, on aurait ^ dans le premier cas , 

dans le second, 

dans le troisitoe » - 

— rf4=/»J5 + y<l»4.r</-f *,• 

d*ou il suit qu'on est conduit k la m^me Equation , soit pour avoii- a, 
soil pour avoirs, etc. Eneffet, les quantite's a, b,c;d, dtanttoute« 
dispos^es de la m^me mani^re datt9 cbaque equation , il n'y a pas de 
raisott pour que Tune soit d^ermin^e jpar'aucune operation difierente 
dc celles qui de'terminent I'autre j et en g^n<dral , si , dans la re-> 
cberche de plusieurs quantiu^ inconnues', on est obligd d'employer 
pour chacune les m^mes raisonnemeps , les mcmcs operations et les 
lu^es quantit^s connues , toutes cet qaiaiU(«i f «roat* n^cessaire^ ' 
mcut racincs d'une mime <^quati<iii. 

premier 



d' A li G i a K fi. 2X57 

premier degre, bn prouve (i8q) qu*elle n'en peut avoir 
qu'un nombre liiarque par Texposant n de son degre ; 
mais si Ton combine ces facteurs deux a deux^ on for- 
mera des quantites du second degre , qui seront aussi 
facteurs de Tequation proposee , et dont h aombre se^a 
e^rime par 

Par exemple , k premier membre de T^quation 

07*— ax^+aix*— fl5ca:+aicd=^o 
— bar^-j-acx*^ — abdx % 

— cj::^+adj:7* — acdx 

-^bda* 

^ant le produit de 

{x—a) X ix—h) X (JC— c) X (^r—d), 

peut se decomposer en facteiird du second degre ^ des 
six manieres suiyantes : 

(x — di (x— A) X (x— c) (a:— d) 
{x — a) (oo-^c) X (^ — b) i^ — d) 
(x-^) (x-^ X (x—b) ix—c) 
{x—b) (jc— c) X (as— a) (x— d) 
(aE>— *) (x--*rf) X (J>-^) (Jf— ^) 
(x-h:) (j^— rf) X (j?-^a) (^— *) 

et il en r^sulte qu'une equation du quatrieme degre peut 
avoir six diyiseurs du second. ^ 

En combinant les facteurs simples trois k trois, on 
formera les diviseurs do troisieme degre de la pro'- 
posee^ pour une equatioa du degre /t, le nombre en 
«era 

EUmens d'Jlgibre. » 
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n (n — i) (Tt^a) 

mrrs • 

et ainsi de suite. 

De r elimination entre les Equations des degris supi-* 
rieurs au premier. 

i85/ La r^gle dnn" 78, ou le precede du n* 84, 
•uffit toujours pour eliminer entre deux Equations , une 
inconnue qui n'y passe pas • le premier degr^ ^ quel 
^e soit d'ailleurs celui des autres inconnues ; et lor» 
m^me que Tinconnue ne serait an premier degr^ que 
dans Tune des Equations proposees^ la r^gle du n* 78 
ay appliquerait encore. 

Si Ton a^ par exemple , les Equations 

ao^^bxy -^cyzszm^ 

•n prendra dans la seconde la yaleur de^ , qui sera 
n« — a:* 

en substituant cette valeur et son quarr6 ,. k la place 
dej^ et de^ dans la premiere ^quatioh^ on obtiendra 
un r^sultat en x settlement. 

186. Si les 6(piations proposees ^taient toutes deux 
du second degre, par rapport a Tune etATautre de» 
inconnues , on ne pourrait appliquer la methode pre- 
cedente qu*en resojyant une des equations^ soit par 
rapport a x , soit par rappoit iiy. 

Soient^ par exemple ^ les equations 

ax* -f- bxy + cy*=in* , 
x^+ f=n^\ ' 
la seconde donae 

y^±L ^»* — «'; 
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tubstituant dans la premiere, cette valeur dty et soa 
quaere , on obtiendra 

ax^ :£ bx v/»* — a?' + c(7i*— .x*):=m*. 

L'objet propose senile r^mpli, puisque ce resultat 
Be contient plus Imconnuey ; mai« onirepeutresoudre 
r^quation en x , sans la r^mener a ane forme ration- 
nelle , en faisant disparaitre le radical oii Tinconnue se 
trouve engagee. 

II est facile de voir que si le radical ^ait seul dans 
tm menibre , on le ferait disparaitre en elovant ce mem- 
bre au quarre ; en reunissant done , par la transposition 
des termes ±bx ^n^ — x* et zn*, tous les termes ra- 
tionnels dans un seul membre y on aura 

axl^ + c(/i* — x^) — m*=4:ia: \/n^ — ar* , 

etprenantle quarre de.chaque membre^ on formera 
I'equation 

qui ne contient plus de radical. 

Le procede qu*on vient d'employer pour faire 4is-. 
paraitre le radical, doit 6tre remarque, parce.quon a 
souyent occasion de s*en servir ; il consiste a uoler le 
fradical qu'on yeut faire disparaitre , et ensuite d elever 
les deux membres de V equation proposee d la puis--' 
sance marquee par le degr^ de ce radical. 

187. L'emploi de ce procede ^ qiii devient tres com- 
plique lorsqu'il y a plusieurs radicaux , joint a la dif- 
ficulte de resoudre Tunc des equations proposees , par 
rapport 4 lune des inconnues , difficulte cfui est sou- 
vent insurmontable dans Tetat actuel de I'ajg^bre , a 
*fait chercl^er une methode au moyen de laquelle ou 
pilt op6rer relio^natioa dans ^Y9U: besoin d*une expre^^ 
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sion de rinconnue qu'on veut chasser ; en sorte que la 
resolution des Equations fut la derni^re des ppiratiofi* 
qu'exige la solution des problemes. 

Pour rendrc les calculs plm fiiciles , on met les equa- 
tions k deux inconnues 90113 ia forme d* equations a 
Hue seule, en ne laissant en Evidence que celle qu'on 
yeut ^liminer. Si on avait, par exemple, 

af + axy + bxzz^cf + dy-^e, 

on transposerait tons les termes dans un seulmembre ; 
en ordonnant par rapport ix,i\. viendrait 

et faisant pour abr6ger, 

b + ay:=Py r-cy-^dy-^-Q^Q, 

on aurait 

x^-\^Px+ Q = o. 

L'^quation gin^rale du degre m i deux inconnuet 
doit conteriir toutes les puissances deo; et de^, quine 
-pas^ent pas ce degre, ainsi que les produita dans les- 
quels la somme des^xposans de x et de ^f ne s*^eleve 
pas au-dela de m; on peut done representer ainsi 
r^qfaat^n g^nfarale du degre m, i deux inconnues : 
x-+(a+by)x--''+ic+dy+ef)x--^+(f+gy+by^^^^ 

^^'(p+qy+rf'^-'+^^ ' 

On ne donne point de coefficient a x" dans cettd 
Equation , parce qu on peut toujours , par la division , de- 
gager de son multiplicateur tel ternxe qu'on veut d'uiie 
equation. Faisons 

a-My=|>; c+dy+ey^qj+gy+^f-^^^^^ 

p+(|y . ! . \\+uy^'^t, p^+ify +s/y-^Ui 
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requatioQ ci-^essus prendrai la forme 

««+Pac«-» + Qa;"»-»-hflx"^ + Tx+V=o. 

188. II est bon de remarquer que relimination de x 
•ntre deux equations du second degre , 

pent s'efFectuer immediatement en retranchant la se- 
conde equation de la premi^re^ Cette operation donne 

tfoa 

»ub*tituant cette valeor dans I'oae des denx Equation* 
proposees , la premiere , par exemple , on tEOUvera 

(P-_P')» p—p f-V — o. 

faisant di^Mraitre les denominateurs , on aura 

CQ-(yy-PiP-p') iQ-(y)+Q^P-p'y=o; 

tnfin, deyeloppant les deux derniers termes^ et re- 
' duisaut 

n ne restera plus qu a substituer pour P , () , P' et Q', 
les valeurs particulieres au cas qu*on e^camine (f). 

— I I ■ ■ I ' ■ ' ^ ■ ■ ■ ■ s ■■ 

(*) On doiu&e quclqtwfoiipour^iiAuner av6 inooonue entrc dtux 
^uations de degi^i superieurs, iin proced^ <pie je imit appliqutr auz 
•lUYantCf : 

Jr'x3 4- P'ar» + e'x + il'^s o. 

En mulupliant la premiere par V, laseconde par JY, et refraachaat 
le second prodnit du Mmier , comme daoi le num<^ro 84 , il 
viendra 

WTi^- Jfi»')«'-f (2f'C-Jr<?')«+>r'iJ-.iV«'= • (a). 

R 3 



^ 
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189. Avant de passer a des equations ou rincontiire 
' X , qu'il faiit eliminer , s*eleve au-dela du secoad de- 
gre , je vais montrer comment on reconnait que la 
valeur de Tune quelconque des inconnues satisfait en 
meme temps aux deux equations. Aiin de mieux fixer 
les idees, je prendrai un exemple particulier; mais 
le raisonnement n*en sera pas moins general. 

Soient les equations 

x3 + 3a:*j+3arj»— 98=0 (i) 

ac^ + 4^y — ^y"" — 10 = . (2) 

que je supposerai donnees par une question d*aprea 
laquelle on doit avoir y = 3, 

Pour verifier cette derniere assertion, il faut d'abord 
substituer 3 a' la place dey, dans les equations pro- 
posees , ce ^ui donne 

^ -bS^ + 27^ — 98 = (a) 

x^+ lorx — s3 = o : (b) 

equations qui doivent admettre la meme valeui' de a: , si 
qelle qu on a assignee pour ^ est vraie. Si Ton designe la 

Muitipliant encore la premiere des equations propos^es par R' , la 
secondc par R, et retranchant le second produit du premier, oa 
trouvera 

'divisaijt tout par a:, on obtiendra 

(H'JV^— ilJ\r^)Tr»4-(A'P — llP')«+B'Q-/l<?' = o (b) 
on aura done, ^ la place des Equations proposdes, deux equations , 
(a) et (hi), du second degr^ scidcmcnt , par rapport h x. Si on le« 
represenie par 

» a:' -h ;»« -4- ^ = o, 

el qu'on les traitc comme les deux propose'es , on eji dedaira facilfr- 
joent deux equations du premier dcgrc' , par rapport ^ x, Je n'ejci 
dirai pas davantage sur un proce'de absolument incomplet , qui n.e 
donnc aucune lumi^re sur la mani^rc dont ,plusieups e'quations 
pcuvents'accord^r cptr'elles, e( sur la dc'tcrmiitauon dc I'incomwft 
cilipxiaee^ * 
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valeur de a: par a , il faudra , en vertu de ce qui a eto 
prouve numero 179 , que Fequation (a) et Tequation (b) 
•oient divisibles Tuae et Tautre par x— ct; elles au- 
ront done un diviseur commun dont x — * doit faiie 
partie ; et en effet , on trouve pour ce commun diviseur 
x— a (48) : on a done flt = 2. Ainsi, la valeurjr= 3 
conyient k la question, et correspond a a:=2. 

S'il restait quelque doute que le commun diviBeur dea 
equations (a) et (b) diit donner la valeur de x , on le le- 
verait en observant que ces equations reviennent a 

(a:*+iia[:4-49) (^— ^) =o> 
(x+i4) (X— a)=:o, 

d*ou il est visible qu' elles sont satisfaites lorsque Ton y 
met a pour x, 

igo. Le moyen que je viens d*indiquer pour trouver 
la valeur de x, quand celle Ae y est connue, pent 
a'appliquer imm^diatement a Velimination. 

Puisque les Equations (i) et (^) acquierent , lorsque y 
est determine conformement a la nature de la question » 
urt diviseur' commun qu'elles n'avaient pas auparavant, 
il n y a qu*a chercher la condition d*oif depend Texis- 
tence de ce diviseur. Pour cela, il faudra operer sur lei 
Equations proposees , comme on ferait pour trouver lo 
diviseur commun , s*il existait (48) ; et lorsqu on sera 
parvenu a un reste independant de x , en Tegalant a 
zero, on exprimera la condition demandee , quedoivent 
remplir les valeurs de y , pour qde les deux equations 
donnees puissent admettre en m§me temps une memo 
valeur pour x. L*^quation form^e ainsi sera Y Equation 
finale de la question proposee. 

Le tableau ci-jomt contient les details de Toperation 
relative aux equations , 

x3-f.3>y+Sxj^*— 98=0 
x^ + ^^J'— 3 Jf*— ic = o, 

,iV4 
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qui m'ont occupe dans le numiro precedent* : on 

trouve pour le dernier diviseur , 

(ay* + io)a: — q/— loj^ — 98, • 

et le reste et^nt egale a zero , donne 
43y + 346)^—1960^4- 75oy* — a94oy— 43o2:=:o , 

equation qui admet^ outre la valeur y=3 indiqu^e 
ci-dessus , toutes les autres valeurs de y dont la ques-7 
tion proposee est susceptible. 

191. Lorsqu'on a obtenu une valeur de y dansTequa- 
tion finale , pour parvenir d celle de a: ,. u faut sijbsti— 
tuer la premiere dans r^vant-demier reste , qui devient 
diviseur connnun des deux equations propoa^. Sa- 
chant, par exemple , que j^=3 , on mettra ce nonsbre 
dans la quantite 

(9j*-f lo)a:~ay~ioy~98, 

quon egalera enWite a'z^o, et il viendraT^quationdu 
premier degre 

91a:— 183 = ou X=3. 

II pourrait arriver gue la valeur de y rendit nul de 
lui-meme ravant-dernier reste ; ce serait alors le reste 
precedent , ou celui ^ans lequel x entre au second de- 
gre^ qui serait le diviseur commun des deux equatioz^ 
proposees. £n y mettant la valeur, de y^ et Vegalant 
ensuite a zero , on aurait une equation du second degre 
en X seul ^ dont le^^deux valeurs correspondraient a la 
valeur connue de y. Si cette valeur rendait encore nul 
le reste du second degre , il faudrait r^ourir au pr^ 
cedent , ou a? monterait au trpisi^me degre , parcc 
qu*il serait , dans ce cas , le diviseur. commun des deux 
equations proposees ; et la valeur dey correspondrait a 
trois valeurs de x. En general , il faudra remonter jus- 
qua un reste qui ne s'aueantisse point par la substitution 
de la vakur de J . 



I>' A Z. G & B R £• f^QS 

* B pent encore arriver qu'on ne trouve pas de reste, 
t)u bien qne le reste ne renferme- que des quantites 
connnes. 

Dans le premier cas^ les deux Equations ont un divi^ 
•eur commun sans aucune determination de y ; elles 
flont done de la forme 

PXD=o, QXD = o, 
D etant le diviseur commun. II est visible qu*on satisfait 
a toutes deux en meme temps , en faisant d'abord D=o ; 
et cette equation determinera Tune des inconnues par 
I'autre , quand le facteur D les contiendra toutes deux; 
mais s'iln'en renferme qu'une , celle-ci ^eradeterminee, 
et Tautre restera entierement ind.eterminee. Si on fait 
ensuite 

P=o, Q=o, 

conjointeraent, on se procurera encore deux Equation* 
qui pourront foumirdes solutions determinees de la 
question proposee. 
Soit , par exemple , 

(ox+iy — c) (mx^^ny — rf) = o; 

{ax+by — c) (mx + Tiy — d)r=o; 
en supposant d'abord nul le second facteur , commun 
aux deux equations , on n'aura , entre les inconnues x 
ety, que 1^ seule equation 

7nx+ny'^d=:o\ 
et sous ce point de vue , la question sera indeterniinee : 
m^ en supprimant. ce facteur ^ on tombera sur, les 
Aquations 

aX'+'by'-^cr=^Of clx-^b'y^ — c':;5:o, 

on ar+iy=c, a!x + b' y:=ic \ 

et dans ce sens , la question sera determinee y puisqu*oa 
aura autant d*equatiODfi que d'inconnues. 
I;>«i8 \% cas ou le reste oe contient que ^ei qua^*- 
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tites donnees , les deux equations proposees sont cemr^ 
tradictoires ; car le diviseur commun qui etablit leur^ 
existence simultanee , ne peut avoir lieu que par une 
condition qu'il est impossible de remplir , puisqu*ella 
tonibe sur des quantites donnees, et qu*elle present© 
unresultat absurde. Cecas se rapporte a ce qu'on a vu 
n* 68 pour les equations dn premier degre. 

iga. Tout ce que je viens de dire s*applique evi- 
demment a deux equations quelconques , 

a^ -f- P'~a:«-' + Q'a^-^ + R x^-^ . . . + F 'x + Z'=a,' 
ou la seconde inconnue j' est enveloppee dans les coe€- 
ficiens P y Q, etc. P' , Q' , etc. On opererait comin« 
pour trouver le plus grand commun ^viseur de leuri 
premiers membres ; on egalerait a zero le reste inde- 
pendant de x : ce serait 1* equation finale eny, et Ton 
remonterait aux restes precedens poiir avoir le ^diviseur 
commun qui doit donner x. 

193. Euler, au lieu de chercher le diviseur commun 
par la methode ordinaire, emploie un procede plus 
commode , et que ce qui suit fera sufiisammeut con— 
naitre. 

Soieht les deux equations 

x^ + Pa;*+ Qx + jR = o, 
x^+P^cc^^Q^af + Rx + S' — o; 

en representant par x — et le facteur qui doit ^tre com- 
mun a Tune et a Tautre , on pourra considerer la pre- 
miere comme le produit de x— st, par le facteur dn 
deuxi^me degre, x^-^-px^q y et la seconde comme le 
produit de x— at, par le facteur du troisieme degre, 
x^ + pV + ^'x + r , p et g, p\ qf et /, etant de» 
coefiiciens indetermines : on aura done 

:^+Pia?+qx'''\rKx'{-S'^ix-'x)(ci?^pfx''^q[x+r')^ 
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En eliminant le binome (x-»-a) comme une inconaue 
au premier degre (84)', on trouvera 

Ce resiiltat doit se verifier sans qu'il soit besoin d'as- 
signer a x aucune valeur particuliere ; c'est ce qni ne 
pent arriver , a moins que le premier membre ne soit 
compose des memes termes que le second ^ ir faudra 
done, apr^» avoir eifectue les multiplications indiquees, 
egaler entr'eux les coefBciens que chaque puissance de 
X aura dans les deux membres , et on obtiendra ainsi 
les Equations suivantes : 

fi4-Qp>+/>^'+/=fl'+Q/p4-P'^ R/z=S'q 

Comme ces equations sont au nombre de six , et qu'elle^ 
ne renfemient que cinq quantites indeterminees ^ savoir . 
p, (}, p\ q^'et / , on pourra chasser ces quantites qui 
ne montent qu'au premier degre, et arriver a une 
equation qui ne renfermera plus que les quantites 
P, ^, /?, jP', Q' yB! , et y, et sera par consequent 
requati9n finale eny (*). 

{*) La m^thode d'Euler expos^e ici revient h. multiplier chacune 
des equations propose'es par un facteur dont les coefficiens soient 
indctcrmin^s , k <fgalcr les produits , et k disposer des coefficiens de 
Tnani^xe que les termes affectesde Pinconnti^d; se detniisent entr'eux. 
C'est ainsi quMITa presentee dans son Introduction ^ Tanalyse des 
iniinis. hh, k designant Vexposant du degre des produits, celut 
des factetirs se trouve A — m pour Pcquation du degre m , et 
h-^n pour celle du degrd n. Lei premier terme de chacun de ces 
facteurs^iyant Punite' pour coefficient , Pun contient k-^m coefficiens 
inde'termin^s , et I'autre A— ». La somme des produits renferme un 
nombre A de termes affectc's de x ; mais il nVn fauc d^trnire que 
X — I , parce que celui qui contient la plus haute puissance de«9 
s^'eVanouit par lui-m^me. II suit de li\ que le nombre total 1 k-^m—n 
dc9 coefficicn$ ind^termuMfs doit (}trc egal 5 A — t , et que par const^ 
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194- Solent d*abord poui: exemple les iqaatkmi 

les facteurs qui multiplient a>— « seront ici du premier 
degre , on x+p ei x+p^ seulement : on aura done 

Rzzzo, Ff — o, •S'=o, (/ = o, ^=0, /=:a, 

et il viendra 

Q+Ppr = Q'+P'p \ on IP'p-.Pi/^siQ-^Qr, 
QP'^Q'P S (Q'p-Qpf=o. 
On tirera des deux premieres Equations , 

(p-F)p-(c>-.<y) 
p ——' — p—p' — * 

;, =, p_py^ »— • 

Snbstituant dans la troisieme , il en resultera 

on (P - P') (PQ'- QP') + iQ^ <?')»= o. 

Maintenant il faut diviser Tequation of + Px + ^ 
par le facteur suppose x + p, aBn d'avoir au quotient 
lefacteur a: — a, qui doit etre commun aux deux 
equations proposfees, et qui etant egale a zero, donne 
la valeur de x representee par ct. En effectuant cette 
division , on n^gligera le reste , qui est precisement 
Tequation Bnale en jr : on aura pour quotient x+P— p, 
d*oi^ on tirera 

X = p — P ; 

■ ' ■ ^ > ■ II * I ■ -r 

qaent kzzm-^m'^iion doit done multiplier Tequatioxi du d/dff»m 
par un facteur dn degr^ « ^ i , celle do degr^ n par uiT facteur da 
degre m — I , et ^galer les produits terpie h terme, vfrgle temblable 
)i cello ^'on donne dans le teste. II est ban de remarquer q[ne cette 
premiere methode d'Euler contient le germe de celle que BezQUt 9 
developp^e d'une mani^ Ailongue et si p^niUfi duos sa Tbioxi» des 
£(£uations. 
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ct mettant pout p sa yaleur trouv^e ci-deuiis , il en 
reiultera 

igS. Afln de donner an lectenr I'occaaon de s'exercer, ' 
f'indiqnerai les calcub k faire pour ^liminer x entr* 
les deux Rations 

daoi ce cas , on aura 

' ^ = 0, /=t:o(l93), 

' et il Viendra ces dnq ^nations : 

P + pf =P' -fp, 

Q + Pp' + qT =0^ -hP'p + q, 

R + Ql/ + P<f=B! +i^p + P'q, 

Itp^+Qq'tt=l¥p+(^q, 

Rqf=^B!q, 

aoxqaellet on ptut donner la forme suiT«Bte : 

rp,-Pp\+ q-qf :^Q-(y. 
^p-Qf/^hP^q-Pq^^R-Bf, 
B!p ^ Rp' + 0^7 — W— ^• 
R!q^Rq':s=:o. 

Tirant des qiiatre premieres les yaleurs des coefEciens 
inconnus q et q' pour les substituer dans la derniere , on 
paryiendra k tm r^sultat qui sera r^quation finale d^li- 
vree de x. Pdur elFectuer ce calcul commodement^ on 
comparera ces qaatre equations aux suiyantes : 
ap +bp' +cq ^dq' =e, 
df^ifj/ +c'q+df(f t=:€^^ 

o^p+iy +c'(7+dY-^% 
flTp + *^p' -H cTq + (Tq' ss «•, 
ce qui doajiera < . 
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a =1, b =—1, c =0, d =—0, e =:P^g*^, 
a'=P',b'=—P,c'=i, «r=— 1, «'=Q — <?' 
c' = (y,i'=— Q,c'=P', d' = — P,ef = R—R'. 

En calculant les valenrs des inconnues tf ettf par la . 
r^gle donnee n° 88, on trouve d'absid poor le deno— 
minateur commun de ces qoantites , 

-f- ab'<fiP — ab^dfcr + aHVd" — ddyd" 

— (ufl^dr + at/iPV—ad^d'V + d^d'b' 
+ cdVd' —ca'drV-^ cd'(fy — dc'a'V 

— hdffO' + ba'di'd'— b^d'd' + <ftVc» 
-f bdal'dr—bdd'cf + bSifd'— db'd'cf 

qui se cbangera en 

PP'Q^P^q +Q<:/. , 

_Q» -^PR —P'R 
^p'Q +pp'q' —Qf* 
+ QQ' —PR' +PR', 

quantity qui se r^uit k 

(/>_/>')[K-/l'— (PQ'— P'Q)]— (Q— Q')» CD): 

Conservant , pour abreger, les denominations e, tf ete", . 
et calculant par la rigle indiqu^e ci-dessus, le nomera-^ 
teur deq, on aura 

PQe' 
__Q»e' +PRe'—Re' 
+PQ»e —PPRe+qRe^ 
+P'Qef 

+QQ'd —PRfeT + R'e' 
-~PQ<^e-i-P*R'e—R' Qe 

On obticodra de mSme pour <f^ 
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PQ'e' — QCy^+P'Qq'e] 
— ReT -^RP'e'-~P"'Re 
-j-CyRe 

— P'Q'e»+ Q'V — PQ'^e 
+ R:(^ —P'R'</+PFR'e 
—RfQe 
On peut donner a ces expressions les formes 

[(P^PO Q- iR-K)-] e"- C((?-^0 q- {R-R) P] / 
_i;(P(p'_QP') (;— {PR—KP') P+ iQR—R(y):\ e„ (iV) , 

— [(PQ'— ^PO (;y-.(p/{'_APO^'+ (.QR—RQ')']e'(,N'), 

et evbstifuant dansJfl' qf — Rq'z=zOy aulieude q et de q' , 

leur valeur ^yr^, 77%^* on aura Tequation finale de- 

mand^e. 

196. Si on avait entre les trois iuconnues x,y etz, 
. unpareilnombred'^quationsdesigneespar (1), (3)et (3), 
€t qu'on voulfit determiner ces inconnues , on pourrait 
combiner, par exemple, Tequation (i)avec(2) etavec 
(3) , pour ^Uminer x, et chasser ensuite j^ des deux re- 
sultats qu'on aurait obtenus ; mais il faut observer que , 
par cette elimination successive j les trois equations pro- . 
posees ne concourent pas de la m§me maniere a former 
Tequation finale : T^quation (1) est employee deux foia, 
tandis que (2) et (3) ne le sont qu'une, et il arrive de la 
que le r^sultat auquel on parvient est compliqu^ d*ua 
facteur etrangerala question (84). Bezout, danssa Thro- 
ne des Equations , a fait usage d'une methode qui n'est 
point su]ette a cet inconvenient, et par laquelleilprouve. 
que le degre de fequationJinaU, r^sultante de I'elimina^ 
tion entre un nombre quelcanque d* equations complies , 
rtnfermant un pareil nombre d'inconnues et de degres 
qu^lconques, est ^gal aup/oduit des exposans qui mar*. 
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quent le degri d^ ces equations. M. Poisson , professeur 
ArEcole polytechnique,a doiine de la meme proposition, 
une demonstration plus direct© et plus courte que celle 
de Bezout; les notions preliminaires qu'elle exigene ine 
permettent pas de Texposer ici ; mais on la trouyera 
dans le Complement, 

De la recherche des racines commensurable , et des 
racines e gales des equations numeriques. 

197. Apres avoir fait connaitre les principales pro- 
prietes des equations algebriques, et la maniere d*en 
elimifteV les inconnues , lorsqu*il y en a plusieurs , je 
Taism^occuperde la resolution num^rique des equations 
a une seule inconnue , c*est-a-cbre , de la recherche de 
leurs racines, lorsque leurs coelliciens sont exprimeg 
€n nombtes (*). 

Je commencerai par montrer que quand I'equatiom 
proposee na pour coefficiens que des nomhres entiers , 
et que celui de son premier terme est tunitd, ses ra- 
cines reelles ne sauraient s'exprimer par des fractions , 
et nepeuuent etrepar consequent que des nombres en-^ 
tiers y ou des nombres incommensurables. 

Pour le prouver, soit Tequation 

a7»-f.Px'*-*4- Qa:»-* + 7*0^4- U=o , 

dans laquelle on substitue une fraction irreductibl* 

7 a la place de x , elle deviendta 

p+P-b^ + Q-b^ .+rg+t/=o; 

(*) On n''a point , pour les degre's snperieurs au quatri^me , de 
r^Olution generale ; il n'y a m^mfe , h prOprement parler , <jue ccUe 
d«9 equations da second d«gre, que Ton ptiisse regarder comtne com- 
pl^te. Les expressions des racines des equations dutroisi&e et du. 
quatricme degre sont fort complique'es , sujettes k des exceptiODS, 
ct beaucoup moins commodes dans la pratique, que celles que je 
vais domierj Ob lots trounra d^iiikaxs dans fo Qfin^Uim^nt* 

et 
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' «t en ti^duisant tous ses tetmeA au meme d^nomin^iteur^ 

* on aura 

] ce qui tevient a 

I Le preihiet iriembre de cette derniere equation eat 

forme de deiix parties entieres , dont Tune est diyiiib}^ 
bar b y et Taiitre ne Test pas (98) , puisqu on suppose la, 

Eractionrreduiteasa plus simple expres^on, ou ^lie d 

et b n'ont aucun diyiseur commun ; Tune de ces patties 
ne peut done detruire Tautre. 

198. Cest d*apres cetjte remarque qu'on a reconnu 
Tutilke de faire dispataitre les fractions d*une equation, 
ou de rendre ses coefficiens entiers ^ mais de mani^re 
neanmoins que le premier terme n'en acquiere point 
d*autre que Tipiite, et Ton y parvient erifaisant I'in-^ 
connue proposeeegale a une nouvelle inconnue divisee 
par le prodnit de tous les ddnominateurs de Vequdtion ; 
puis en reduisant tous les termed an i^«Qie denomina- 
teur, par le procede du n* Sa* 

^oit pour exemple Tequation 

. - , aoi^ . b X . c . 

f ^ y 

I «n prendra x = — *^^ — , et mettant cetteexpretftio& d« x 

dans r equation proposee , on obtiendra 

w?n?p^ ^ m^ n^p^ ^mrv' p^p ' 

' \t divis^ur dii premier tertee contfenant tous les fsLcieixri 

4e8 autres diviseurs , on mvditipy^ par c^ diyiseth: , et on 

Elemens d^Alg^bre. S 
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reduit chaqwe ternie a sa plus simple expression; on 

trouye alors 

y^'j-anpy^-{-bm^np^y + cm^n^p^ = o. 

Quand les denominateurs m, n, p , ont des divi— 
seurs conmiuns , il ne faut alors diviser y que par le 
plus petit nombre qui puisse se diviser en meme temps 
par tous les denominateurs. Ces simplifications sont trop 
faciles a appercevoir , pour qu'il soit besoin de s y ar- 
reter; je me bornerai seulement a faire observer qwe si 
tous les denominateurs etaient egaux am, il sufiirait d* 

faire a: 3=^. 
m 

L' equation proposee , qui serait alors 



deviendrait 



, ax* bx . c 
m m m 



ct Ton aurait 

II est visible que Voperation ci-dessus rerient & 
multiplier toutes les racines de la proposee par le 

nombre in , puisque x = ^ donne j = mx, 

1 99 . Maintenant , puisque a etant la racine de Tequa- 
lioa x^ + P a:"-»+ Qx"-"*. ...+Tx+ U=o,on a 

17:::=:— a«— Pa»-*— QaT^ — Ta (179) , 

il en resulte que a est necessairement un des diviseurs 
du nombre entier U, et que par consequent lorsque ce 
nombre a peu de diviseurs , il suifira de les substituer 
successiyement a la place de x, dans t equation pre- 
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posee, pour reconnaitre si elle a uneracine ennombrei 
entiers ou non. 

Si Ton a, par exemple, Tequation 

le nombre 38 n'ayant pour diviseurs que les nombres 

1, 2, 19, 38, 

on les essaiera , tant positivement que negativement , et 
on trouvera que le seul nombre entier + 2 satisfait a 
r equation proposee, ou que 07 = 2. On divisera ensuite 
r Equation proposee par x — 2 ; egalant a zero le quo- 
tient, on formera r equation 

x^ — 4^+ 19 = 0* 
dont les racines sont imaginaires ; et en la resolvant , ou 
trouvera que ar' — 6 x* -(- 27 x — 38 = o admet trois 
racines, 

a:==2, a:=2 + v/ — 15, x=Sk — \/ — 15, 

200. Le procede que je viens d*indiquer pour de- 
couvrir le nombre entier qui satisfait a une equation , 
devient impraticable lorsque le dernier terme de cette 
equation a beaucoup de diyiseurs ; mais Tequation 

U=— a» —Pa''-'' — Q a«-* — Ta , 

fournit dejQOuvelles conditions qui abregent beaucoup le 
calcul. ASn de rendre la methode plus claire, je prendrai 
un exempie , savoir Tequatioa 

x^+Px^-^ Qx'•^^Rx + S=o. 
a d^signant toujours la racine , on aura 

ai -l-P a^ -f. Qa" +Ra +S = Oj 
ou S=—Ra — Qa''^lPa?—J, 

d*ou Ton tirera • ' — 



a ^ - 



S 2 
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Onyoitd*abordparcettedernidre£quationyque — doit 

itre un nombre ^ntier. 
Passant ensuite A dans le second membre, il yiendra 

g 
faisant pour abreger 1- /lt=: fl', ct diyisant les deux 

membres de T^quation 
para, on aura 

d'oik Ton conclura que -^ doit encore ^e un nombre 
a 

cntier. 

Passant Q dans le premier nombre , faisant 

A' 

(- Q= Q', puis diyisant ks deux m^embres par a , 

on obtiendra 



d*oii Ton conclura que -^doit toe ua nombre entier. 

Passant enfin P dans le prenuer membre, faisant 

i^+P=P^, etdiyisairtpara, (M^amra 
a 

— =— i* 
a 

Riunissant les conditions que jetions 4*^noncer, oa 
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Terra que )e nombre a sera la racino de Vequation 
propo#e0 , «'il satisfait aux equations 

de maniere que R', Q' et P', soient do« nombres cnticrs. 

II suit de la^ que pour s*asurer si Tun des diviseurs a 
du dernier terme 5 pcut ^trc la racine del* equation pro- 
posee , il faut ^ 

1 ®. D'wiser le dernier terme par le diviseur a, et aj outer 
au quotient le coefficient du terme (iffecte de x, 

a®, Diviser cettesomme par le*diviseur a, et ajouter 
au quotient le coefficient du terme ajfecte dey^y 

3®. Diviser cette somme par le diviseur a , et ajoutar 
au quotient le coefficient du terme affects de x^, 

4^. Divisor ceftes'^mme par le diviseur a ^ et ajouter 
au quotiei^t i' unite ou le coefficient du terme affecte de 
x^ ; le resuUat devra itre egal a ziro , si a est en effet la 
racing 

Les reg^ea ci-des9us coovieDQent a im degre cpiel- 
voonque, en observant que Ton ne doit trouver zero pour 
resultat que lorsqu'on serw paryemi an premier terme de 
Tequation proposee (*). 

{^) D ne serait pas difficilfBde s'assurerpar la formuledes quotienf 
donn^ dans le num^ro 180, que les quantite's — , — , — - , prises 
avec Ic sigoe— , sont let coeffioiens du quotient du polynome. 

S3 
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201. Lorsqu'on applique ces regies a un exemple 
numerique , on peut disposer le calcul de maniere a 
faire subir chaque epreuve a toMB les diyiseurs du der- 
nier terme en meme temps. 

Void, pour Tequation 

\ a:* — 9x^+^3 a:*'— aox + i5 =2 o, 

le tableau du calcul : 

+i5, + 5, + 3, + 1, — 1, — 3, — 5, — 15, 
+ 1, + 3> + 5, -l-i5, --i5, — 5,-3,-1, 
— jg, —17, — 15, — 5, —35, — fi5, —23, —21, 

+ 18, +18, +58, 
+ 6, +18, -58, 

— 3, + 9, — S7, 

— i> + 9> +67, 
o. 

Tous les diviseurs du dernier terme 1 5 sont ranges 
par ordre de grandeur , tant avec le signe + qn'avec le 
gigne — , sur une meme ligne ( c'est la ligne des diyi- 
seurs a.) 

La seconde ligne contient les quotiens du nom- 
bre i5, diyise successiyement par tous ses diyiseiun 

Tc'est la ligne des quantites — . j 

La troisieme ligne a ete formee en ajoutant a la pre- 

cedente le coefficient — 20 qui multiplie' x (c'est la 

• S 
ligne des quantites /I' = — -rf- i^- ) 

'divisc par X — « , ci qui est par consc^quent 
« « • 



La quatrieme ligne contient les quotiens de chaque 
nombre de la precedente par le diviseur qui lui cor- 

c'est la ligne des quantites — J. On a neglige 

dans cette ligae tous les notnbres qui n'etaient pat 
entiers. 

La cinquieme ligne resulte des nombres ecrits dans 
la precedente, ajoutes avecle noinbre aS qui multiplie 
X* (cette Jigne comprend les quantites (>'). 

La sixieme ligne contient les quotiens des nombres d« 
la precedente par le diviseur qui leur correspond , 

Telle renferme les quantites — ). 

La septieme comprend les sommes des nombres de la 
precedente et du coefficient^ 9 qui* multiplie o;^ ( on y 

trouve les quantites-^ -j- P ). 

La huitieme enfin s'obtieDt en divisant cliacun des 
nombres de la precedente par le diviseur correspondant 

( c'est la ligne de — j ; et comme on ne trouve — 1 que 

dans la colonne marquee -(- 3, on en conclut que Fequa-* 
tion propdsee n'a qu*une racine commensurable , savoir 
-f 3 ; ensorte qu'elle est diyisible par a: — 3 (*). . 

On pent se dispense^ de comprendre dans le tableau 
les diviseur s + 1 et — i , que Ton eprouve plus facile- 
ment par leur substitution immediate .dans TequatioR 
proposee. 

ao2. Soit encore pour exemple Teqiiation 



- (^) Eo formant le quotient d^apr^ la note prc'c<fdente , on tronve- 

S4 
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^pr^ s'^tre assure que lea nombres -f- i et — i »e 
satisfont point 4 cette equation , on formeya , d'apres Ie»' 
regies pfecedentes , le tableau ci-dessous, en observant 
que le terme multiplie par t, mai^quant acette equation > 
il doit etre cense avoir o pour coeiRcient. II faut done 
supprimer latroisieme ligne, «t dedulre immediatemeut 
la quatriei^e de la seconde. • 

^-36,+l8,+l2,-f9,-f<5,-f4,4• 3,4- «,— a,- 3,-4,-6,-9,-ia,-i8,— 3<5 
4- 1,-1- 2,4- 3,4-4,4-6,+Sb+i?.^i^,—iB,— 13,-9,-6,— 4»^ 5,— a,— i 



+1, 

-6, 

—I, 


+ 4»+ 9,4- 9,-f- 4» ' 

— 3,4- a,4- a,- 3, 

— I, — 1,4- I, 


4-1 


9s 


0, 0. 





On trouve dans cet exemple trois nombres qui satis- 
font i toutes les conditions , ^avoir : + S , rfr 3 et — a. 
Ainsi on obtient par consequent , en mime temps , le* 
trbisrftcinps dpnt F equation proposee est susceptible, et 
i on reconnait qu'elle esf L^ produit dp» trois f^ct^urt 
simples X — G , a? — 3 et a: + 2. 

2o3. II est bon d'observer qu'il y a des ^q^ations lit- 
terales qui se transforment sur-le-champ en equation*, 
numeriques. 

Si Ton avait , par exemple ^ 

/ +2 py — 33p*jy + i4p^=y o, 
^faisantj'^p^, ilvieo^rait 

' p^x^+flp^x* — 33 p^x+i4p^=o> 
resultat diyisiblc par p^ , ct qui se reduit 4 
x^+ax*— 33x + 14 = o. > 

Le diviseur commensurable de cette dernierc iquaffen 
itant x4- 7, et donnaAt x =s — 7 , on aura 
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L'iquation ^ny est de celles que Toh appelle ^(/wa- 
lion5 homog^nes , parce qy'en faisant abstraction des 
eeefficiens numeriques , chacun de sea termes renfermt 
le meme nombre de facteurs (*). 

Q04. Lorsqu'on cona^it une des radnes d*uB« Agna- 
tion , on peut prendre pourinconnue la difference entre 
cette racine et Fupe qu^lconque des autrefi-, on p^rvient 
par ce moyfen a une Equation d*undegre moindre que la 
proposee , et qui jo^it de plusieurs propriejte§ r^^ar- 
quables. 

Soit Tequation geperale 

et sojetit a, J, t, rf, etc. ses racines; en y ^ubs'tituaht 
fl -f ^ au lieu de x , et deyeloppant les puissances , on 
aura ^ 

+J>a'»-'.f(7n-i)Pa'»-;y4- ^"*~^^^'^~°V <|^-»y+... 






{*) Les lectenn ^i voudraie^it phps 4^ iidt^jls^^cl^ recberd^cdfg 
dwiseurf com^nsurailes des ecpations, les trpuveront dans V^ 
III* partie des Elcmens d'AIgebre de Clairaut. Cc Gepm^tre s'est 
occupy des Equations liu^ales auui bieo fiM des e^ations nu^' 
|iieriques. 
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resultat dont la premiere colonne., semblable a Feqna— 
tioh proposee , 8*evanouit d'elle-meme, puisque a fest 
uae des racines de cette equation ; on peut done sup- 
primer cette colonne, et diviser ensuite par jr tons les 
termes restans : il yient alors 



; 



Cette equafion aura visiblement pour ses m — i racinc* 
y=^b — a', y^=-c — a, jr = d— a . . . . .etc. 

Je la repr^senterai par 

^+T.y+o-y* +j^--=o.. (^/ 

en faisant , pour abreger , 

Tna"- *+(77i— i)Pa"»-*+(7n— s)()a"'-^3... + T=A 

etc. ■ 

et je designeraipar ^T expression 

a" 4- Pa™-* + Q a«-* 4- J'a + t/. 

2o5. Si r equation proposee a deux racings egales , si Ton 
a, par exemple ^ a-=.b ^ I'une des valeurs de^' , savoir 
h — a, deviendra nulla; ilfaudra done que I'equation {d) 
soit satisfaite . en y faisant j/ = o : or cette hypothese 
fait evanouir tous les termes , excepte le terme tout 
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connu A : €e dernier doit done etre nul par lui-meme ; 
la valeur de a doit done satisfaire en meme temps aux 
equations 

f^=o et A=zo, 

Quand lapropo^ee aura trois racines egales a a, savoir : 
tt=:b:=c, deux des racines de T equation (d) deviendront 
nulles en meme temps, savoir : b — a et c — a; dans ee 
cas , r equation (d) sera divisible deux fois de suite par 
y — o (179) ouy-y or e*est ce qui ne peut arriver que 
quand les ipoeffieiens A etB sont nuls : il faut done que 
la valeur de a satisfasse en meme temps aux trois equa- 
tions 

;^=o, ^ = 0, i?=o. 

En poursuivant ces raisonnemens , on verra que lors- 
que la proposee aura quatre racines egales, T equation 
(c^'aura trois racines egales a zero, ooi sera divisible 
trois fois de suite par j^ , ce qui exige que les coefficiens 
A y Bet Cy soient niils en meme temps, et que la valeur 
de a satisfasse par consequent a-la-fois aux quatre 
equations 

r=io, A=o, B=Oy C=o: 

Non-seulement on peut, par ce moyen, reconnaitre si 
line racine donneea setrouveplusieursfoisparmi celles 
de Tequation proposee ; mais on deduit encore un pro- 
cede pour s'assurer si cette equation a des racines re- 
petees dont on ignore la valeur. 

Pour cela , il faut observer que dans le cas ou Ton a 

A:= O, OU 

on peut regarder a comme la racine de F equation 

mx"*-* -(- (/n— i)Px'"-* + (771— 2) Qx^"^. . .+7'=:o, 

X designant alors une -inconnue quelconque ; et puisque 
a se trouve aussi la racine de T equation ^= o , ou 

oc^ + P x"^* + etc. = o, 
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il suit du n** 189 , que a?— c est un facteur commi^n de« 

^ux equations ci-dessus. 

Changeant de meme a en x dans les quajatites ^ , 
Cy etc. le binoioe x — a devieudra pareillement fac- 
teur des nouvelles equations i?=o, C-ro,etc. si la 
racine a annulle les quantites primitives B , C, etc. 

Ce que Ton vient de dire pour la racine a conviea- 
drait egalement a toute autr^ racine qui serait repetee 
plusieurs foisjainsi, en cherchant, par lamethodedu 
plus grand commun diviseur , lea f^teurs communs aux 
equation^ 

/^=o, ^=0, Bz=:Oy C=o, etc. 
ces facteurs donseront I«s racines egales de la proposee, 
4an$ Tord^e ^yan): : 

Les facteurs communs aux deux premieres ^qu^tiom 
§eulemen| , sqnt des facteurs doubles de la proppsee , 
c'est-i-dire, que si Von trouvepour jcommun <£viseur 
^ntie P^z=z0 et ji-=.Qy wfie expression de la forme 
ix — ) (x — C), p^r exemple, rinconnue x aur^ 
deux yaleurs egales a £& , et deux autres egales 4 C ^ 
©u la proposee aur^ ces quatre facteurs : 

(or— «t), (x — .:),(:c — C),(a;-^q.! 

Les facteurs communs a-la-fois aux trcis preiai^rey 
df s equations o>«des&UiS > iadiquent des facteurs triples 
dans la propose^; c'est-a-dire , que si les^remiersson^ 
de la forme {x — ) (x— C), par exemple^ les se^- 
condp seront de celle-ci : (x — (tf (of — cy. \\ est 
facile de pousser ces considerations aussi loia qu*on 
youdra. 

!2o6. n est k propos de remarquer que Tequation 
A-=.Oy qui, par fe changement de a en a?, devieht 

fededuit inimAdiatement de requation /^=o, ou d« 
la proposes 
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tfil ttitiltipliant chacun drfs termes de cettc deh^er«t pat 
Texposant de la puissance de x quil renferme, et di- 
minuant ensuite tei e^tpoSant d*unc nuite ; sur quoi il 
• Fafit obsetver que le terme U etant equivalent a UX^^, 
doit s'aneantir dans cette operation, oiiilsetrouve mnl- 
tiplie par o. L' equation ^ = o 9e tire de ^3= o ^ comme 
u4=o se tire de /^==o; C=o se tire de B = o, 
comme celle-ci se tire de -^=0, et ainsi de suite (*). 
2207. Pour eclaircir ceci par un exemple^ je prendrai 
r^quation 

x^ — iSjc^+Gya?'— i7iaEJ*-f-aiGa?— io8s=o; 
r^quatioB ^:^o deviefit dans ce oas 

ton diviseur commun avec la proposee est 

€e divisettr etaiit dtt troisieiae de§F6 . doit renfermer 
lui-meme plusieurs facteurs ; il faut done cherclier s*il 
n enauraitpas de communs avec teqitation J^==o, qui 
estici 

et on trouve cm elFet potir re^hat x— 3-:ddnc la pro- 
posee a trm racings egales a 3, (m admet (x— 3)^ au 
nombre de sea facteurs. Divisant ensuite le premier di- 
viseur commnn par x— '3 autant de fois de suite qu'il 
est possible , c'est-a-dire deuxfbis^ ontfouve x — a. Ce 
diviseur n'^tant commtin qu'a T Equation pfoposee et a 
Tequation -/^=s:o, n'e'ntfe que deux foi* dans !a pfo^^ 

fort mconi|)l^tttt0m , qae le divketir conmilm eiitre le» c<puttioj» 
V^o ef ^=9, Goniieat Us facteurs ^atiz ^ves k une puissance 
moindre d^une unite <]ue dans la proposte ; on le conclarart facile- 
m«nt de ce qui pr^cMej ^ais j^ai renvoyl^ eetfe plropositfon an 
CompUm^mt^ oh efle eftt prcmyi^ d'bne xfaatlidt^ ffti iM {Ntrttf 
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posee. On yoit enfin que cette equation est equiva^ 
lente a 

(a:_3)3(a: — fl)*=o. 

ao8. L'equation (d) donnant les difFerences entrs 
la racine b et chacune des autres , lorsqu*on y met ^ 
pour a, les difFerences entre la racine c et chacune de» 
autres^ lorsqu'on y met c pour a, etc. ne changeant 
point de forme par ces di verses substitutions , et conser- 
vant les memes coelliciens ainsi que la proposee , peut- 
6tre generalis^e de mani^re a renfermer toutes les dif- 
ferences des racines combinees deux a deux. Pour cela 
il suiik d'en eliminer a au moyen de T equation^ 

^m^p^m-i _|_ Q^m^ ^ Ta'+-U=0; 

car \h resultat ne dependant que des coefficiens ^ et nt 
conservant aucune trace de la racine qu'on a consider 
ree en particulier , conviendra egalement a toutes. * 

II est "visible que Tequation finale doit s'^lever an 
degr6 m (m— i ) ; car ses racines 

a — b, a-^c, a-^d, etc. 
ft— a, b — e, b^^d, etc. 
c — a, c — b, c — dy etc. 

sont en m^me nombre que les permutations qu'on pent 
former en arrangeant deilx a deux les m lettres a, b, 
c, etc. De plus^ puisque les quantites 

a — b et b — a, a — c et c— a, b — cetc — i, etc. 

ne different que par le signe , les racines de Fequation 
seront egales deux a deux , abstraction faite du signe ; 
ensorte que quand on auray=flt, on aura en meme 
temps J' = — rt. n resulte de la que cette (Equation ne 
doit renfermer que des termes ou TinConnue monte i 
nn degre pair; car son premier membre doit etre le 
produit d*un certain nombre da factemy du scconc^ 
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itgre de la forme ^ 

y-*'=0'-») 0'+*) (i84); 

elle sera done elle-meme de la forme 

En faisant y^=iz, on la changera en 

z" +p2,«-' + 72."-* + ^z + u=o ; 

ct Tinconnue z etant le quarre de y , aura pour valeurs 
les quarres des differences des racines de la proposee. 

II est a-propos de remarquer que les differences 
entre*les racines reelles de la proposee, etant necessai--- 
rement reelles , leurs quarres seront positifs, et que par 
consequent Tequ^tion en z n'aura que des racines posi- 
tives, si la proposee n'en a que de reelles. 

Soit pour exemple 1' equation 

a:*— 7x + 7=o; . 
«n y faisant orrria+j' , on aura 

+ 7 

En supprimant les termes a^ -^ 7 a + 7 > dont Tensemble 
est nul, d'apres Tequatiop proposee, et diyisant le r^f 
par J, il yiendra 

5a*^3ay+y* — 7=io; 

tfliminant a entre cette equation et l*equation 

a3— 7tt+7 = o, 
«n aura 

y — 42/+44iy— 49=0; 

faisant z=y^ il yiendra 

a^ — 4^2,* 4- 441Z — 49 =0. 

aog. La substitution de a-j-y au lieu de x dans 
Tequation 



}=■ 



J 
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a:« +Pa;"-> + Qx«-* + l/=d (204); 

f'emploie ^ussi qtelqaefods poor faire disparaitreundes 
termes de cette eqnatioa. On ordonne alors le tesultat 
par rapport aux puissances de y , qm remplace Im- 
connue x\ et on regarde la quantite a comme une se- 
conde inconnue , qu on determine en egalaat a zero 1* 
coellicient du terme qu'on veut fdir6 dispataitre. On a 
de cette inanier^ ' 

j^ pymr^i ^ (/n— i) Pay"*^ 4-iPa"-» f 

+ ^>"" ^.^a— >-^- 

Si le terme qu'oh veut ^er est le second , ou celoi 

qui est affect6 de j^"»^*,o<i fait 7no+P=acj, d'dd on tird 

p 

a = — — . Substituafit cette valeur dans le ro- 
tri 

' sultat J il ne re^e que les termes alFecteS de 

II risttlte de li, qu* on flit di/antmir le secohd t^ntii 
d' une equation, en substitiiant a VirtconnuB de c^ttB 
equation une nout^elle incorinue, a IdqiUlle on joint le 
coefficient du second terme pris avec un signe contrairm 
a celui dont it est affizcte, et dis/is^ par Vexposant du 
premier terme. 

Soit pour exemple Tequation 

la r^gle donne 

x:=ky^\:rzy^\, 

^Bub^tittiaDf!, ilyieiidra 
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ce (j[ui se r^duit A * ' 

oik le terme alFecte d^ y^ t^]^J^V^ P^P^- Qsk fer^it 4uH 
paraitre le troisi^me term^ ( affecte de y*""^ ) , enf 
^galant a z6ro Tassemblage des qtiantites qui le mul^ 
tiplient^ c'est-d'rdire eA pbsant T^quation 

En suivant cette marche, t)n reoonnaitra facileraent 
que revanouissement du quatrieme terme dependra 
dkine equation du troisi^ide degre, et aiosr de' suite 
jusqa'an dernier, qu'on ne poiirra faire eyanouir qu'en 
posant riqaatioii 

«« +Pa"-» + QaT^ .... . + C/=o, 

absolument semblable a la proposee. 

La raison de cette ressemblance est ais6e k d^ 
couvrir. Egaler a z6rp le dernier terme die Tequatipn 
en y y c'est supposer que rune des yaleurs de cette in- 
connue est zero ; et si Ton fait cette hypoth^ae c^ns 
r^quation a: ^j' + a , il en resulte x:=::a\ c'est^-dire- 
que dans ce cas la qnantite a est n^cessairement una 
des yaleurs de x. 

Aio. On a quelquefpis besoin de cj^cpmpdser nne 
Equation en faoteurs d*un degr6 sup^nient du premier;"^ 
je ne s^ur^s e^pos^r }ci «n Retail les divers pre- 
cedes que Ton pent employer a cet. effet ; je dpp-* 
nerai seulement un exemple d^ cette recberche, 

. Soit I'equation 

i:iimen9 d'Jlgibre. T 
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X* — 24^^ + iaar*v^i to? +7=0 ^ 

dont il faut ^^enniter le's facteurs dti tfoisieme degre ; 
je represente Tun dtf ces facteuif^ar 

lescoefficiensp/^ et r ^tant mdetermines. lis doiyent 
£tre tels que le premier membre de T equation propose* 
»oit exactement divisible pai* le facteur 

independamment d*aucune valeur de x ; mais en faisant 
actiiellement la division , on trouve pour reste 

•^ CP*7 — P'' — 9* — ^4<7. + 11 )^ 
— <ip"r—qr—Q4r—j), 

expression qui 6*annullerait d'elle-m^me , et ind^penr 
damment de x, si Ton y mettaif pour les lettrje^p, q , 
ct r, les valeurs qiii conviennent a Tetat de la que»-« - 
tion , on aurait done alors _ 

p5 — ^pg — 24)» + r— 12 = . 

p^q — pr-^q^ — 24^-|-ii=o 
pV — ^r— 24r— 7:^0. 
Cestrois Equations renferment les conditions neces- 
•aires pour determiner les incbnnues p^q, et r, et c'est 
a leur resolution que se reduit la question proposee. 

De la resolution par approximation des equations 
num^riques. > 

211. Apr^s avoir epuise la recherche desdiviseurt 
commensurables ^ il faiit recourir aux m^thodes d*ap- ' 
proximation qui reposent sur le principe suivant : 

Lorsqu'on a trouve deux quantit^s qui , substituees 
dans une equation a la place de I'inconnue, donnent 
deux r^sultats de signe contraire, on peut en coneliire 
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tju'une des racines de ViqiMition proposde est comprise 
eiUre ces deux quantiUs , et est par consequent reelle. 

Soit, pout exempk, I' equation 

a?— i3ic" + 7a:— "1 tS2o; - 

si Ton substitue successiyemeut a et 20 a la place de x^ 
le premier membre^ au lieu de se reduise a zero^ sera 
^gala — -3i dans le premier cas^ et a 4* ^9^9 dans le 
second : on en pent conclure que cette equation a une 
racine reelle coitiprise entre a et flo , c'est-a-dire , plus 
grande que 2 et moindre que ao. 

Comme j aurai souyent besoin d'exprimer cette re-^ 
lation^ femploierai les signes > et < dont se seryent ^ 
les alg^bristes pour marquer Tin^galite de deux gran- 
deurs , en pla9ant la plus grande des deux quantit^s 
deyant Touyerture du signe^ et Fautre a la pointe. 
J'ecrirai, en consequence^ « 

. ac > a , pour 07 plus grand que a , 
07 <ao, pour a: plus petit que ao. 

< Pour pronyer Tasserdon precedente , voici Cotmnient 
on p«ut raisonner : en reunissant d'un cdt6 les termes 
positifs de Tequation proposee^ et de Fautre les termes 
negatifs, on a • • 

x^ + ffx—i i3x»+ 1). ^ -''' 

Cette quantlte s'est trouyee negative lorsqti'on a fait 
x;=a^ parce que, dans cette hypothec, 

o:^ +7x<i3o:^*-f- 1., 

et elle s'est trouiy^e positiye lorsqu'on 4 fait 0? = ao , 
parce qu'alors 

^ a:' + 7X>i3o7**f. 1. 
Let quantitis 

07^4*7^ •^ i3x*rf-i, 

Ta 
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augmentent chacune de leur c6te^ lorsqu'on donne stoc 
des valeur^ de plus en plus grasdes , valeurs qu'on . peut 
prendre aussi proches les unes des antres qu'on voudra, 
ensorte qu on pourra faire croitre \es quantites propo- 
sees par des degr^s de telle petitesse qu'on le jugera 
k propos; mais puisque la premiere des quantites ci" 
dessus, d'abori plus petite que la seconde^ est de- 
venue eilsuitc plus grande , il est iyident qu'elle a un 
accroissement'plus rapide que Tautre^ au inoyeh du- 
quel clle compense Texces que cette derniere aVaif 
, sur elle ^ et la depasse ensuite : il 7 a doac un moment 
oii ces deux quantites sont egales. « C'est ainai , dit La- 

V grange, que deux mobiles qu*on- suppose parcourir 

V unc mtoe droite , et qui, partant i^-la-fois de deux 

V points differens, arriyent en meme temps a deux 
Sf autres points, iadis de maniere que celui qui etait 

V d'abord en arriere se<rouve ensuite plus avance que 
yi Fautre , doiyent necessairement se rencontrer dans 
D leur cbemin. w 

La valeur dq x , quelle qu'elle soit ( mais dont rexif 
tcnce yient d*^e prouyie) , qui rend « 

donn^t 

ar' + 7x— (i3x*-f.i)=:o, 

ou ar*— •i3a:*-f-7jc— -x = o, 

est necessairement la racine de Tequation proposee. 
^ Ce qu'on yient de yo^r sur F equation particulierc 
x^ — i3x*-|-7x— 1 =0, 

peut s'appliquer a une equation quelconque , dont je 
d^signerai les termes positifs par P , et les ncgatifs 
par N. Soit a" la yaleur de a; qui a donn6 un resultat 
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fi^gatif , et b celle qui en a donneunpositif ; cesdeux 
circonstances nontpu avoir lieu qni parce que , par la 
premiere substitution , on avait P<^ N, et par laseconde 
P^N: Payantdoncd^pass^iV^ onenbondura, comme 
ci-dessus ^ qu'il existe une yaleur de x comprise entre a 
eti, quidonneP=A^. 

Le raisomiement ci-dessus semble exiger que les na-* 
leurs qu*on donne a x soient toutes deux positives oa 
toutesdeux negatives; car lorsqn'elles ont des signes 
difF^rens ^ eelle qui est negative fait changier de signe lea 
t^rmes de T^quationpropoft^e ^ qui contiennent de6 puis«- 
•ances impaire* de x ^ et par consequent les expressions 
P etiVne sont pas compos^esde lam erne maniere dans 
une substitution et dans Tautre. Cette difHcultidisparait 
en faisant x = o ; par-la T^quation propos^e se rMuit a 
son dernier terme y qui se trouve n^cessairement de signe 
^ontraire au resultat da la premiere ou de la sefbonde 
ftubstitution, Soit^ parexemple, I'^quation 

X* — 3X^ — Sx*-— i5x— 3 = 0, 

«[ont le premier membre , lorsq^'on y £ait 

x=? — 1 et X=:2, 

devient -f- 13 et -* 4^. £n supposant x= o ^ il se r^duit 
a — 3 ; lee deux substitutions 

a:===o et x^ss*^!, 

donnent done deux resultats de signes contraires *, mats 
en mettant — y au lieu de x^ TAqtiation prdposee s^ 
change en 

jr4-f.ay — 3y»+ iSjf — 3 = 0^ ^ 

et on a 

» 

d'o4 

T 3 
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P < AT, lorsque j^ = o, 
P> iV, lorsque j^ = i. 

On pent done raisonner dans le cas actuel comme dans le 
precedent, et en conchireque F^quationen j^ a one ra— 
cine reelle comprise entre o et -f* i ; d'ou il suit que celle 
de Tequation en xse trouye entre o et — i , et par con- 
sequent entre + a et — i . 

La proposition que {'ai enoncee ne pouvant pre- 
senter que des cas qiii rentrent dans Tun on I'autre 
de cetix que je viens d'examiner , est suiEsamment 
prouvee. « 

axfl. Avant d*aller plus loin , je ferai remarquer 
que quel que soit le degre d'une equation et ses coejp'- 
ciens, on peut toujours assigner un nombre qui , substi- 
tud d I'inconnue, rende le premier terme supirieur a 
la somme de tous les autr^s. On sent d'abord la verite 
de cette assertion , pour pen qu*on ait observe la marche 
que suiyent les accroissemens des diverses puissances 
d*un nombre plus grand que Ttinit^ (lajS). Parmi ces 
puissances , la plus elevee surpasse d'autant plus celles 
qui lui sont inf erieures , que le nombre dont il s'agit est 
plus considerable; ensorte que rien ne limite lexers 
de la premiere surchacune des autres; et voici cbmment 
on peut trouyer un nombre qui remplisse la condition 
enoncee.; 

II est visible que le cas le plus defayorable serait ce~ 
lui ou Ton rendrait tous les coefficiens de Tequation ne- 
gatifs , et ^gaux an plus ^rand , c'est-a-dire , si au 
lieu de ' 

a:» + Px«-' +Qx«-»^ , . . .+ Tx+ l/=xo, 

on pronait 

S d^aiguant le plufi fort des coefficiens P^Qj ....T^V. 



lA premijtf rineBjbte d^ ^efte demicfre equation itaa^ 
mis 80us.la,fQi::me: 

on remarqnera que ' ' : < ^ 

a:m-,^^m-. ^ . . ^ J _ CzZi (i58) : 

eefte expression chaagera la prdc^dente en . 

x»» i ^,ouenx"' *— -I \ 

or— 1 . .,. X— 1 :* ar — i 

et si rdn met iHf au lieu de x, il viendra * 






quantity qu'on lendra ^videniment positive , si Ton fait 



r 



Maintenant, si Ton diyise ch^qup membre de cette 
Ajuafion par Jl#*',' on aura ' " ! 



ott MzszS^i. 
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Sn siibstituant done aulieudex le plusgranddes coeffi^ 
ciens de Tequation / ai^gmente de Tunite, jon riendra 
le' premier ^rme plus fort que la somme de tons les 
autres. < ' . 

Le nombre M poprrait ^tre plus petit", si Ton ne 
vbulait que rendre la partie positive d6 Tequation pro- 
posed phis grande que la partie negative; 'eah:4l>siiiE- 
rait i pour cela, de rendre le premier terme sup<§;:ieur*i 
la ^onupe que donneraient tou3 les autres ^ quaixd tnSm^ 
leiars coeiQciens servient egaux au plua^^^'d dfis. 

T4 
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coefficleiii ndgatlFs. Oa n*aurait done qa^ prradiri 

pour Mce coefficient augmente de Fvnite C*)- 

II suit de la que lee facines b6»itive5"fle I'equation 
proposee sont necessairement comprises ejatre. o «t 

On pent au8si d^couvrir par le m^m^ moyen une 
limite des racine^ n6gatiyes;.il faut pour cela substituer 
—J' au lieu de x dans reijuation proposee, etfaire en- 
sdrte derendre le^M-emier teriiie jiositif / s*3 deyient ne- 
gatif (178). II est evident , par cetta transfonnation, que 
lesvaleurs positives dejyrepondent aux valenrs negatives 
de X, et reciproquement. Si'H estle plus grand coetHcient 
negatif apres ce chaingement, R<f- 1 aeraune limite des 
valeurs positives de^; par consequent — R — 1 sera ceUe 
de^ valeurs negatives de x. 

Enfin si Ton voulait obtenir pour la plus petitb des rai- 
cines une limite plus approchaote que zef o , on y par^ 

viendrait en substituant - i la place de x dans I'^qua- 

'•- • - y.l » r. .-, ^ lilt. > .-»'.. 1' 

tion proposee , et en preparaat. If. tMgsfwnee en y , 
comme on Ta present dans le n® 178. Les valeurs dey 
etant inverses de celles do jc ^ l^'plus. grande des pre* 
mieres correspondrait a la plus petite des seconded , et 
r^ciptoepiement. Si done S^^i designait'la Umiit^sn* 
' ^erieilre des valeurs de y ^ ou qa*op eut 

• -' ' '■■' y<S'+\.- ' ' ■ ' ■ 

ce qui donnerait 



• {*) Qn tmure dim la rtelittton des ;^aiof)* Biwi^riq^ies 4« 
{jagniQf;e« ^^foxmuJes ^jk do^oent^cs jimites piuf resserrees -, paai's 
ce jucj'fiidit ci-dessus soffit pour rcndre ind^endantcs de li con- 
sideration de )*infihi, ies]3iopo^onk fondamentales de h riatfUiwk 



il en r^Bultierait successiyement 

En effet , il est facile de voir qu'on pent, sans troublcr 
Tordre de grandetir de deux quantites separees par d?a 
signes <^ou>-, les multiplier ou les diyiser par unem^me 
quantite^ et qu'on pent aussi ajouter ou soustraire la 
meme quantite de chaque c6te des signes ^ et < , qui 
jouissent a cet egard des memes proprietes que le signe 
tfigalit^. 

521 3. II suit de ce qui precede ^ ijue toute Equation 
de degrd impair la necessairementune racinereelle d'un 
signe contraire a celui de son dernier terme ; car si on 
prend le nombre M te\ que le signe de la quantity 

JIf +/> Jlf«-' + <)Jllf"-^ +TM±U 

ne depende que de celui de son premier terme Af" ; 
Texposant m etant impair^ le terme ift/"* serade meme 
signe que le nombre iRf (ii28). Cela pose , si le dernier 
terme C/ a le signe -+- > et qu'on fasse ar=— ilf , on 
aura un resultat de signe contraire d celui que'donne Ik 
supposition de x = o ; d*ou/on voit que la proposee ^ • 
une racine entre o ct— JIf, c'est-a-dire negative. Si 
le dernier terme Uscle signe -^ , on fait alors x=: + M: 
il yient un resultat de signe contraire a la supposition' 
de'a?-=: o; et dans ce cas, la racine se trouye entre o 
«t + -Af > c*e9t*«aHdire p<>sit^e; 

a 14. Lorsque Tequation proposee est d'un degr^ 
pair, le premier terme il/" restant positif , quelque signe 
qu'on donne a M^ , on ne pent s'assurer , par ce qui pre- 
cede , de Texistence d'une racine reelle ^ si le dernier 
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terme a le iigne +, puisque, soit qu'on fasse 30= o, 
oux = ± M , on a toujonrs im resultat positif ; mau 
quandce terme estnegatif, ontrouve^ en faisant 

trois resultats affectes respectiyement cJes signes -/- > — 
et -f-, et par consequent Tequation proposee a ^u rxxoins 
AeipL racines reelles dans ce cas. Tune poMtive, com- 
prise entre ilf et o , Tautre negative , comprise entre et 
— Af : done toute dqua^onde degrdpapr dont le'demier 
terme est ne^atif, a au moins deux racines reelles, IhiM 
•positive et V autre negative^ * 

21 5.* Je viens maintenant a la resolution desegua^ 
tions par approximation ^ et afin de rendre plus clair ce 
que j'ai a dire sur ce sujet, je prends d'abbrd m 
exemple. Soit Tequation 

a:*-r-4a:^ — 3af4- 27=1=0; 

tonplus grand coefficient negatif etant-r- 4^ il.suit du 
n^ 212 que sa plus grande raqine positiye sera moindre 
ique 5. £ri y substituant — y au lieu de a?, elfe 
deyient 

y+4y + 5yTH27=b; 

tt ce resukat ayant tous ses termes positifs ^ - i^pntre 
que j^ doit etre negatif j d*ou il suit que x est necessai*- 
rement positif, et que Tequation proposee ne jJaurait 
avoir de racines negatives : les racines reell^sont done 
comprises entire o et + 5. j * 

Lapremi^ njethode qmi se pr«sentepour parvenira 
des limites plus approehee^ y conMst^ a suppos^iMuc^ett)^ 
sivejnent ; 

X7=-i y 07^=2, a:=:3, a:;=;4> / 
et si deiix d© ces nombres / 6uh3tiiu^8 dans Tequa^ion 



y 
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propos^e , donnent des resultata de signes conlraires , 
ils seront de nouyelles limites des racines. Or , en 
f aisant ■ . . , 

j; = 1 , son premier i&embre devient + ai , 

^ — ^ ... + 5, 

a? = 3.... — 9, 

^ = 4 ..•• + i5; 

on voit done que cette equation a deux racines r^elles , 
Tune comprise entre 2 et 3 , et Tautre entre 3 et 4. Pour 
approcher encore phis de la premiere, oil prendra le 
milieu entre les deux nombres qui la renf erment , ce qui 
donnera 3, 5 (jArithm. 1 29) *, on supp^sera ensuite ax=2, 5 : * 
le resultat de cette substitution , qui est 

-f 59,o6a5 — 6fl,5— 7,5 + ^7 = —3,9376 , 

fait voir, puisqu'il est negatif , que la racine cherch^e 
est entre a et a,5. Prenant le milieu de cesdeux nombres^ 
il viendra 2,26; en se bomant ix=2,3, on aura la 
racine cherch^e , a moins d*im dixi^me pres de sa valeur^ 
et on en approcbera tres-rapidement par le procede sui- 
vant, dii a Newton, 

On fera x=22,3+^ ; il est Evident que Tinconnue^ 
ne sera qu'une petite fraction dont onpourra negliger le 
quarre et les puissances superieures : on aura de cette 
manii^re * 

x4= (2,5)4 +4 (3,3)3 J, 

- 4 x» = -.4 (3,3)3-13 ia,3ry 

— 3 a? =—5(3,3) — Sj; • . 

par ces substitutions , T^quation propos^e deyiendra 

— o,5839 — ijfiiQy^Oj 
ct donnera - . . 
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o,5859, 
■^~ 17,813 

Dana cette premiere operation , on n'ira pas au-dela de« 
centiemes , et il en r^snltera ' 

^ = — o,o5 et a: = 3,3 — o,o3 = 3,27. 

Pour obtenir une nonyelle valeur de x plus exacte que 
la pr^c^dente , on supposera a: =2^27 -f-j^' ; et en 8iib»- 
tituant dans 1* equation proposee, on ne tiendra compte 
que des premieres puissances dey . On trouyera 

— 0,04595359 — 1 8,046468/ = o , 
d'oi 

,_ 0,04595559 ^ V 

y- i8,o4646fe ~ ' ' 

et par consequent x=: 3,3675. On pent, en conti- 
nuapt'ce procede, approcher aussi pres qu'on voudra 
de la vraie yaleur de x. 

La seconde racine reelle comprise entre 3 et 4 > Q^ 
cul^e de cette maniire , sera 

a: =3,6797, 

en s*arr^tant i la quatri^me d^ciniale. 

3i6. On appredera Texaptitude de la metbode que 
}e viens d'exposer^ en chercbant la limite des yaleurs 
des termes Qu*on neglige. 

Si Tequation propos^e ^tait 

a:»+Pa:-^»4-^c»^ •-. +Tx+U=io, 

la •substitution deu^.y, au lieu dex, donnerait pour 
resultat le premier de ceiix que j'ai'trouy^s dans 
]e n"" ao4, ^ce que a n'etant pas la racme de I'equa- 
tion, mais setdement une yaleur approchee de r, n* 
rend pas nulle la quantity 

a« + Pc^:z^ 4- 9^"^ ....... +Ta+V. 
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En repr^sentant cette derni^re par V^ on aura , au 
fieu de r^qaation {i) du n^ citi , la suiyante ^ 

de laquelle'on tirera 

j,__^_ J ^^— ^ 3 3^ — ^. 

£n n^gligeant les puissances de y, superieures k la 
premiere , pn s'azr^te a 

et Terrenr est 

-sy cy .: _i!. 

> 
Si a ne diff^re d^ la yraie yaleur de x que d*une 
quantity moindre que-o^ rerreurdrdessosdeviendra 
moindre que le nombre qu*on obtiendraijt en j mettant 
- a au lieu de^^ ce qui donnerait 

1.2^ \p) i.fx.ZAKp) ''' A\fJ • 

En cakulant cette quantity ^ on s'assurera si elle ^ut 

toe n^glig^e yis-^a-vis de -^ et si on la ^ouyait trop 

consid^ablepourcela^ ilfaudrait chercher pour a un 
nombre plus pr^s de la yraie valeur de ^. 
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Aureste, lorsquona calcule pluBieurs taleurs dej^^ 
y,y, etc. etque lea resultats obtenus forment uha 
suittt decroissante ^ Tapproximation ne saurait etre dou* 

2^17. La methode dont je viens de faire usage / 
est connue sous le nom de Methods des Substitutions 
success wes. Lagrange Ta considerablement perfec- 
tionneedanslesMemoires de rAcadimiede Berlin (an- 
nees 17G7 et 1768). II a d'abord remarque qu'en ne 
substituant que des nombre& entiers , on pouyait pas- 
ser au-dela de plusietirs racines sans les apperceyoir. 
En effet^ si on ayait^ par exemple, Tequation 

(^-f) i^-i) (^-3) (^-4) =0, 

et qu'on substituat au lieu de x , les nombres o , i , 
a , 5, etc. y on passerait aurdela des racines ^ et i sans 
en reconnaitre Texistence , car on aurait . 

(o-J) (9-D (0-3) (o-4)=+fX ^ X3X4 
0-t) (1-00-3) (i-4)=4-ix^X2X3. 

resultats de mSme signe. II iest facile de yoir que c^tte 
ciroonstance tiient a ce que la substitudon de 1 au lieu 
de op, fait changer en ra^me terns de signe aux deux fac- 
teuts a:— -3 et aJ — ^, qui, de negatifs qil^ils ^taient lors- 
qu'on mettait o a la place de x> devyiennent tous deux 
positifs ; mais si Ton eiit remplac^ x par un nombre com- 
pris entre | et ^, le facteur ic— ^ seul aurait change 
de signe ^ et oii'dilTait obtenu un ^-^siiltat negatif. 

Ontombera n^cessairement sur unpareil nombre en 
lubstituant, au lieu de x, des nombres dont la differ 
rence soit moindre que celle des racines j et J. Si par 
exemple on fait les substitutions \| , i, | , |, ^ , etc. , 
ontrouyera deux changemens de signe. 
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On pourraitobjecter arexemple ci-dessus^ que lors- 
qu'on a fait disparaitre les coelHciens fractionnaires 
d*une Equation, elle ne peut avoir pour racines qi^e des 
nombres enti^rs ou irrationnels , ejt non pas des fractions; 
mais il est facile de voir que les nombres irrationnels , 
quon a remplaces ici par des fractions pour plusde sim- 
plicite, peuvent diff^rer de moins que Tunit^. 

En general ^ les resultats serohtde meme signe toutes 
les fois que les substitutions changeront le signe d*un . 
nombre pair de factetirs. Pour obvier a cet inconv^ 
nient^ il faut mettre entre les nombres k substituer, 
depuis la plus4)etite limite jusqu a la plus grande^ ime 
d^erence moindre que la plus petite des differences . 
que peutent avoir entr'elles les racines de I'equation 
proposie ;^par ce moyenles substitutions tomberont ne- 
cessairement entre les racines cons6cutives , et ne f^ront 
changer de signe qu*a un seul facteur. Cette operation 
n'exige pas qu'on connaisse la plus petite difference des 
racines , mais seulement qu*on ait une limite au-dessous 
delaquelle elle nesaurait tomber. 

Pourse procurer cette limite^ on formera r^quatio^ 
au qnarr^ des diffidences des radnes (220$). 

Soit 

cette equation : pour bbtenir la plus petite limite de ses 
racines^ on fera (3 122) &=:;-, et il viendra 

ou en reduisant tous les termes aum^medenomiaateur ^ 
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1 +P^+<1^ +tv*--» + uv« = o,' 

puis en d^gageant v*^ 

\u u ' u * u * 

ct »i- designe le plus grand coefficient negatif de cefte 



equation^ on aura 



+ 1 



■<z. 



n ne fa.nt considerer ici <jne lalimite positiYe, la seule 
qui se rapporte aux racines reelles de la proposee^ 
ConnaisMnt . la liniitt 



u 



E+' 



V + w' 



moindre que le quarr6 de la plus petite diiF^rence des 
rapines, de 1^ piropos^, on en exdr^al^ rapine quarrie, 
ou du moins on prendra le nopibre ratjionnel iiilm^diate- 
, ment au-dessous de cette racine ; ce nombre*, que je 
d6signerai par k, marquera Tintervalle qu'il fiiudra 
mettre entre chacun des nombres a substituer. On for^ 
mera ainsi les deux suites 

<5i -f-*> +2^> +SA, etc. 
—ft, — i?A, •— 3A, etc. 

desquelles on ne prendra que les termes comprie entre 
les limitei de la plus petite et de la plus grande des 
raciii^s positives , et entre celle de la plus petite et de 

^ la 
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)bft pktf gieaad^ d«^i«ctDe& oigattves (te lUfiiatioA pro- 
posee. Les chaDgemens desigoes <iu*ofl^t?j| kia^rie d*** 
tesultatsi cjbtenus par la substitu^n d% chaeun de ces 
nombrei ila place dc a?,* d^a reijuaticia progosie , ma- 
nifester(vit sea diverses racines r^elles^ soi^ positives > 
soit <hegai^y«». 

218^. Soit. pour eiemple T^ijuation 
fpA rf«r conduit^ d^ir h il* 5oi& , i F ^c^atioA 

En faisant a = ^ , et en ordonnant, par rapport i ^3' 
lb resultat da cette substitutioji ^^ 0n a ' 



d*ou oh tir6 



--'-tl-s-'- 



^•<^?,^^>^.i 



Ji faudra done p»^ndre h= ou < —-Lr. 6n satisfeirait 

a cettecbaditio^Qfeiipr^n'ant'^s;;^; in;Ms il siiffit dd 

\: ■- ^' ; 4 - ■' •. . 

Suppoter ft =?| t car.ten inettapt 3 i la. place de j/ daoi 

I'equation pr^cMente, jon obtient tin resultat positif, et 
Jjui ne peut devenir qif^. plus grand lowqti'on donn'era 
aviin^ valeurplus considerable, pwque les tqrmes y^ 

et 9 nfiediiinuSeBt d^i, ct qxtt 4^ i/l>attK>itetiir-iL 

La plus grande limlte^ des racines positives de r^craia'* 
tianppoposi^ 

Siemens d*Jlgibre. V 
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est 8 , et ccHe dcs racines n^gatiyes est— 8 ; on aura dond 
a substituer pour x les nombres 

1 fl 3 4 54. 

^>3' y y 3* 5' 

1 a 34 _£4 

~y"'y 3'~3' 3' 

On peut eviter les fractions en faiaiant a:== -g-; car 

alors les differences cntre les valeurs de a:^ seront triples 
de celles qui se tro^vent entreles valeurs de a? , At sur- 
passeront par consequent I'miit^ : il ny aura plttsqu*4 

Aubstituer successiyement 

1 

o, 1, a, 3,....,.... a4 
-i,-.a,-^3, -a4 

dans r^quation • 

a/'— 63a/ + 189=0. 

Les signes des rfeultats changeront de + 4 a + 5, de -f- 5 
JL-). G^etde— 9a-^io^ ensorte qil*on aura les valeurt 
positiyes. 

a/>5t 

et la yaleur negative de x' tombant en — 9 et — 10 , 

q 10 
celle de x sera entre — | et ^ . 

~ tonnaissant maintenant les diverses racines de Ve- 
Quation propos6e, a | pr^s, on pourrait en approcher. 
davantage, comme daqp le numero fli5. 

aiQ, Ce qu'on a pratique sur Texemple du n* fli5 et 
•ur cdui du nttm6ro pr6c6dent, s'appliquera 4 une equa- 
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iioh.d*un degri quelconque , et fera connaitre lesvaleuri 
approchees de toutes les racines reelles de cette equa-^ 
tion. On ne saurait disconyenir neanmoins quele calct!l 
he devknne piiiible, lorsque Tequdtion propodie ^*^leve 
iiQ peu baut ; hiais dans beaifcoUp de cad il ne dera pai 
n^cessaire d'avoir recours k T^qiiation (Z>) , ou bien od 
y suppleiera ^at des inoyens qiie Tetiide des branches 
ult^rieures de T Analyse fera connaitre ('^). 

Je ferai remarqiier cependant qiie les, siibstitiitionii 
feuccessives des nombres o, i ^ d, 3^ etc. a k place d% 
X , of&ent souyent d^s indices sul&ans poilr fairs 
ioap9onner Texistence des racines dont la difference 
est moindre que Tunit^. Dans Texemple qui rn'occupe^ 
elles, donnent Ids fesultats 

+ i7> +i> +i> +i3i 

ijui redeviennient croissans apf^s aybir deem de + 7 ^ 
4- 1. Cette marche retrograde porte naturellement i 
croire qu*entre les deux nombres + i et + 2 , il tombd 
deux racines , ou 6ga]f s , ou presque egales. Pour y&ri-^ 
Ser ce 86up9on, ilfaut multiplier rinconnue; Eafaisant 

« = j2-., on trouyfe 

lO 

Equation qui a deux racines positiyes^ Tiin^ entxe i3 ei 
i4, etVautre entre i6et 17. 

Le nombre des tdtdnnemehs n^cedsaires pour d^cou-^ 
trir ces racines ^ n est pas tresrgrand ; car ce n*est qu'cnJ 
tre 10 et soqu*ilfaut chercher^ ; et les yaleursde cette 



■ (*) Od pent voir aussidans le Triiiu^ de la R<bolation nmn^riqdii 
its Equations , une mdthode tr^s-^l^gante doan^ par Lagrange ^ 
^ur eyitsr Temploi de Tifqaation (Z)}. ' f 

Yd 
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tncokurae ettnt d^termiii^es en nomfarei ehlielts , du en 

Gonclut c^elks de x i on dixiime d'tuiiteprte^ 

ai20. Lofsqae les coelBciens de T^c^uatioD que Ton ae 
propose de resoudre , sent des nombres tres-conside- 
tables, il est commode de la transformer en uae autre doot 
les coeiEcieos soient resserres dans des limkes plus 
itroites. Si on avait, par ex^mple^^ 

X* — 80 x^ + 1998 3^ — 149^7 ^ + 5ooo = o , 
on ferait x == 10 2 ; ii yiendrmt 

Dans ce resultat, onse contenterait d'abord de pirendre 
ks nombres entrers qui approt^ent le plus des coefficiens^ 
et on aurait ainsi 

On trouverait sans peine que z a deux yaleurs r^elles 
comprises entre o et 1 ^ entre 1 et 3, d'oii ilsuit quccelles 
de la proposee sqnt entre o ef 10 ^ et entre 10 et 20. 

Je ne parlerai point id de la^chercbe ties racine* 
kwiginairfes , paice qn'elle repose sur des principes dtxA 
I'exposition me m^nerait trop loin ; je la renyoie au 
Complement de ce Traits. 

. aai. Lagrange adonne an:K substitutions iticcessiyea 
une forme qui a Tayantage de faire connaitre imm^dia-* 
tement a cbaque operation de combien on s*e^t appro^ 
ch6 de la yraie racine , et qui n'exige pas qu'on en ait 
d'abord la yideur a moins d'un dbdeme pres. 

Je repr^sente par a le nombre entier iramifiatement 
au^^ssous de la rttchx cbercb^ ; il ue Camlrft , pot^ 
orbtenir cette racine , qu*augmenter a d'lme fraction : d!U 

imra dottc x = a + -. L'equation en ^ qui r^sultera de 

hi substitution de cette yaleur dfeaskpropov^^ «iD»n^ 
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^eaudrement uiie raeine plua grande que ruiiite;iM>inmant 
h le oomhre enticr immedj^tement au-^ej^ous de cette 

raeine^ ilviendra pour 8econdeapproximationa:=a-(-Tt 

Mai5 b n'^tant> par rapport a^ , que ce que a est p^ 
rapport k x, on pourra, dans 1* equation eny, faira 

^z:=i ^ •v^ttysartMeaisairement plua grand qu^TiH 

mt6 ; nommant V le nombre entier immediat^ment au-t 
dessous de la raeine de Tequation eny, on ^ura 

remettant cett^ yaleur dans celle de x^ il en resulter^* 

pour la troisi^me Taleur approchee de op. Oq en troaver^ 

iineqiiatri^een&ii4iity:=:i'<<|--7;oar ti it d^tigne 

le nombre entier immediateqieat au-dewous dey" , oq 
aura 

d'oi 

,^ b" bb'b' + b'.^b 

, y6'+i , 

•t amsi de suite. 
393. Je vais appliquer cette m^thode k I'kpatioa 

On a dtqk to (stS;) fpxt la plus pietite de» racing! 

V3 
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positives de cette equation etait entre -|et|-^ c*e8t-4--diFe^ 

fsntre i et a ;* je feral donq x = i + - , et j'aurai 

]La limite des racines positives de pette derniere est 5 , ef 
en substituant successivement o, i , s^ 3, 4> ^^ ^^^ ^^ 
^, on reconnaitra bientdt qfu'elle a deux racines plus 
grandes que Tunite ^ s^voir,une entre i et 2, etrautr© 
entre a ^ 3. II en resulter^ dope 

p'est-a-dire^^ 

a?5=a et a;=^|. 

Ces deux valeurs correspondent a celles que j*ai trou-* 
v6es entre f et |, entre i et i, et qui ne different pas 
^*une unit6. 

Pour porter plus lo' ^le degre d*exactitude de la pfer- 
inierej qui r^pon^a |c= i , on fera 

1 

et on aura 

y^^^f^yA — y .j. 1 2=0. 

On ne trouvera a cette equation qu une seule racine plui 
grande que Tunite^ et comprise entre a et 3^ ce qui 
^onnera 

tfou a:=:i+v=f. 

Supposai\t ensuitey = 2 + -^, il en r^sultera 

•n trouvera y entre 4 et 5. £n prenant I9 plus petite 



J' = » + ;7A 
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liiiiite 4^ ^ viendra ^ 

Rien n'est plus facile que de poiirsuivre ce proc^de, en 
{gasanty = 4 +t9> ^t ain^i de suite, 

Je reviens maintenant a la secoude valeur de x ,- qu© 
fai trouY^e ^gale a ^ par une premiere approximc^ 

tion , et qui r^pond aj^=a/ )e fais ^ = 2 +-7* 

et je 8u|;>stitue dans I'^quatioB en y; ) aurai , apr^s 
ayoirchang61%s signes pour rendre le premier tenn« 
positif, 

y^+y*-— ay-— i =s o. 

Gette equation n'aiira y comme sa correspondante danp 
I'op^ration ci-dessus , qu*une racine qui surpasse Tunite, 
sayoir , entre 1 et 2. Prenanty =: 1 ^ il en r^sult^ra 

Posant encore 

il yiendra 

Equation qui donney entre 4 ^t S, et d'ou il suit par 
consequent 

y=i> >'=^. ^^^' 

Pour aller au-deli , on fera y=4 -f";;5> «* ^*i dee 
suite. 

L*iquation 4:* — 707-1-7=0 a aussi une racine ne> 
gatiye comprise entre — 3 et — 4^ ^^^ ^^ approohcr 

dayantage^ on fera x=^ 5— - *, ce {ffi donnera 



En poussant plus fcin, on vnpposeva j^ := flr> ^ -i-,eto, 

^t on obdendra snocea^ivcKieiit des t^alears ^de yiuf eu 
pliu exactes. ^ 

Le8difrerente»tr«msfoniieeseny,y^y,.etc. n'auroat 
jamais qu'une racine plus gr^de que Tunit^ , tant que 
^enx QVL vn phis grand «>oinJbrre deTacineS de fa prppo-^ 
•ee ne seroift pas comprises «ntre'les MdAeslimftes aigt 
(z + 1 > ™^s quand cette circon^tance aura lieu , «comni« 
on I'a yu dans Texemple ci-^ssoft^ on trouyera dai^ 
quelques-unes des equations tn y ^ ^^ ete. ,pliisieiii9 
valeurs plus grandes que Tunite , desquelles ^partiroiif 
fes suites d'equations qui feroot connaitre en parti- 
culier les diverses racines que la proposee 9 entre \es 
limites a et a + 1 . 

Le lecteur pourra s'exercer encore surl'^quatioii 
ar*^— 2a7-^5t3io, 

dont ]a racine reelle tombe entre a etS ; troui|«rapouv 
les yaleurs entires dey, y, etc. 

10, 1, 1, a, a, 3, 1, i/aa, «tc. 

et pour les yaleurs approcheerde Xy 

« £i ai If III m \JA 73t iloT 1*4 1 f 
T> io> v\i di» »3> TTTi Tt?) 349». TaT* 7<T7 * 

Des proportions et des progressions. 

2a3. On a yu dans T Arithmetique la definition ^ let 
proprietes fondamentales de \a,pToportio» et de Yequidif- 
ference, c'est-a-dire, 4^ ce qu'on appelait la proportion 
geometrique etla proportion arithmetique ; j*^appliquerai 
ici TAJg^bre a ces notions, et j'arny«nd par ce «K)fen 
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i gnekpies reealUlB 4px sqnt d*wM;sage fricpieht danft 
la geometrie. 

Je commencerai par fairc obsenner qii« requidiffe- 
rence et la proportion^uvent s'exprimer par des equa^ 
tions. Soient A., By C, i> , les quatre tennes de la pre* 
miere , a, b, c, d, ceux de la seconde ; on ftura 

£ — A^D—C{J[rithm. i ^7), - — - ( Ariihm. 111), 

Equations qui doiy6nt€tfe regardees comm^ equiyaleiAei 
aux expressions 

A.^vc.D, ^:&::c:df, 

et qui donnent 

A+D = B+C, ad— he, 

II suit de la que , dans I'^quidifference , la somme des 
termes extrimes Sgale celh des iermes moyens , et que 
dans la proportion , le produit des termes extrimes est 
d^al a celui des termes meyems y ainsi qn'oB Fa vn dan* 
rArithm^tique (127 ii3) ^ par des raisonnemens dont 
les equations ci-dessus ne eont que la traduction. 

Les propositions reciproques 4es prece^entes se de** 
moutrent lacilement ; <car des ^quatiens 

en renent enr-k-champ a * 

a c 

et par consequent, lorsque quatre guantites sont telles f. 
que deux d'entr'elles donnent la mem^ somme ou le 
mime pwduit qu^ ks deux autres, les pi^emidres sont les 
moyens et lessecondes les extremes ( ou reciproquement) ^ 
^une iquidijfirence ou d'une proportion, 

Quand Bts=zC ^ I'equidifference est dite continue , il 
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en est de m^me de la proportion quand b =: c : ct on^ 
idors 

c'est-a-dire , que dans une iquidijferenoe continue , 1^ 
somme des extremes est egafe au doable du moyen; et 
que dans uneproportioncontiniiey leproduitdesextrinus 
9ft egal au quarfe du moyen^ On tire de la 

la quantite B est le milieu ( ou la moyenne •proportion" 
nelle arithmetiqae) entre A etD ^ et la qnantite b U 
moyenneproportionnelle ( ^eometrique) entre a et d, 

X^es equations fondanientales 



B—A=zD—C, 

conduisent ei^qore aux suivantes 
G—A—D—B, 



b_d 



c_d 



ce qui fait voir que Ton peut^ dans les expressions 
A'BlC.D, alblldd^ changer les moyens de 
place^ et en deduire ^.C:5.D, a;c:ib:d. En ge- 
neral, on pourra faire toutes»les transpositions de termei 
>qui,8'accorderont ayecles equations 

A+D=B + C ^t ad=bc {Arithm. ii4). 

Je laisserai maintenant de c6te requidifFerence » 
pour m'occuper de la proportion. 

sa4- O^ P®>it > fiux deux membr^s de Tequation 

b d . 

- = - , ajouter ou retr«uipher une n^eme quantite m^ 

e»sorte qu on aura 
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a c 

v^duisant les termesde chaque membre au m^me d^iiQr 
iniiiateiir, il yiendra 

b ± ma d ± mc 

a ^ Z ' 
/Equation qii'on pent mettre sous la fenne 

c d± mc 

a i + ma * 
ftt gtdreyient a cette proportion : / 

b:ilma:;d±:mc llalc] 

et comme- 1= r , o^ aura par^illement 

b i mc d 

ddt.ma^^Z 

ou b± ma\d±.mc ::&:«?. 

Ces deux proportions peuvent s'enoncer ainsi : Lepre^ 
jnier consequent , plus ou mucins un certain, nombre de 
fois son antecedent, est au second consequent, plus ou 
'moins le mime nombre defois son antecedent , comme le 
premier terme est au troisi^me , ou comme le second est 
au quatriime. 

£n comparant separement les sommes entr*elles et 
\e8 difiP^rences entr'elles, on aura 

* d+mc c d — mc c 

b-\-ma a b — mq a 

d*ou Ton conclura 

4 "^ m c d "^ Tnc 
b'^ma'^b — ma^ 
p'est-a-tfre , 

Arf-ma: d-^-mc \\ 6 — wia: d-^mc; - * 

I 
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ou bien , en changeant le^ moyeiu de place ^ 
&-f-ma:3 — ma ;; <2^-7]ic; ^— 77»c; 
0t M on fait mvsz i , on aura «eult|iieat ^ 

ce qui s'enonce {UAsi 

La somme des deux premiers termes est d leur dif^ 
firence comme la somme des deux d^rniers e4t d mw 
diff^^rence. 

u»5. hsL proportioii alb :; c;d pouyant »'4*^^^ 



lunsi ; 





« ; <5 :; » ; rf. 


onaur^ 


- + m =s T±wi« 
a b * 


i'oH 


c± ma d± mb 


« b 


^tenBn, 





c±:ma:d±.mi:talb m tt c t rf, 

i*<A S, resiilte que U ^gcand aOUcident , plus oujnoiiu 
un certain nambre de/bisle premier , estcaisecaadcaor' 
sequent, plus ou moinsle mem^jiombre defoii Isprn^ 
mier, comme Vunquehonque des ant^cddens e^f a son 
consequent, 

Cette proposition peut aussi se conclure imipedia-^ 
tement de celle da numex-o precedent; carenchangeaizt 
de place les moyens dans la proportion primit}ve 

^ alb Held, 

puis en lui app^qoant la proposition pitee , citi a sue- 
cessiyement 

aZcllbld, 

ci:ma: rfrfc^mft ::<z:ft ou ::ciif. 
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^ rehdant pour «e^ di^nsere , aux Unm «, h^ c, d^ 
la di^Dommation qii'eUes dnt dans U pt^pordon pinmi^ 
tive , on a Tenonce prec^^nt. • 

Faisant mzzi^ on en ttrem lea prdpoiPfekHis.^aarti^ 
ciilieiTes 

ce qui Teut dire que la sotnme ou la difference des ar^ 
Uc^den^ est a la somma ou d la difference des conr^ 
siquensy comme un antecedent est a son consequents 
€t que la somme d»s wtuec^d^n^ est A imr d^jj^^^ 
comfne celle des cp9isdquens est o ie^ difference* 

Engeoeral.^iroaft; 

b d f h ' ^ 

et qu'onfasse'^t;: g^ on aur^ • ' . 

Ctqui doiifiifpa ^ ' 

- b±zaq, dd±'tt^, f:=zeq, ft = g? , etc. , 

et en ajoutant ces. equations membre k memb|:'e/ 
n Tiendra r/ ' 

* + <^H-/+ A z:zaq -f..X^.+ efl+g? 
ou i + rf+/+A=y(a+.JC<^«v^g), 
d'oiiliuit 

On ^iionce ce r^sultat en di«ani ^ue dans une state de 

rappofts egaux , a : b :: c : d :: e : £ :: g : h ,cte.. 
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la somme d^un nombrequelconqued'antSc^dens tst a td 
somme d'un pareil nombre de consdquens^ commi 
un anf^cedent est a son consequent. 

AI16. Lorsqu'oii a ces deux iqujationsj 

L:tz— et X=A 
% 'a c ' e g '* 

On en pent multiplier les preQiiers membres entr'ettx^ 
et les seconds entr*eux , et il yiendra 

ae eg 

Equation ^qoivalente a k .ptoportioii 

Vie': bfi: cgldk^ 

laquelle s^obtiendrait aussi en miilti{>liaixt chaque teftns 
de la proportion 

n lb :: czd, 

par celui qui lui correspond dans la proportion 

e:f::g:L 

Deux proportions, multipli^es ainsi terme par temie; 
sont dites multiplies par ordre.; et les produits qui en 
r^sultent sont^ comme on yoit, en proportion : let 
nouyeaux rapports sont les rapports composes des rap^ 
ports primitifs {Arith. 123). 

11 est aise de $e conyaincre qu*on arriyeridt egale<» 
ment k une proportion, en diyisant deux proportiont 
terme i terme, ou pat ordre. 

A127. Lorsqu'on a 

b d 

T — T ' 

on tn pent conclure que 

^ _ dr" 
^ a"». "^ ^* 
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ce qui dozme 

d*ou il suit qtie les quarresy les cubes y et en general Us 
puissances semblables dequatrequdtntit^s en proportion^ 
sont aussi en proportion. 

La m^me chose aurait lieu pour des puissances frac-«' 
tionnaires^ puisqae • 



m 



kO" 



ttque 



\y 



m ' 



carilen r^sulte 

'. ' ■ . \. 

' ■ m' ' * IB 

' — * 

. * m ■ m 

^ I )/.b :: Vc : ^d, . . 

nalb :: c : rf : c^est^a-dire, ^ue ks racines du mime 
degri , de quatre qutintit^s en proportion^ sont elles-- 
xnSmes ^n proportion. .. . .../ r • 

Tels sont les principaux points de la th^orie des pro- 
portions. Cette throne u.si etc inyentee que pour d^- 
couvrir des quantite«, en les comparant avec d atitres. 
On a conserve pendant long-temps les noms latins at- 
taches aux dilFerehs changemen^ ou' transformationi 
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que peut subir ime proportion : on commence attjotii^ 
d'hui k n*en plus charger* 1ft m^moire de ceux qui etu-« 
dient les mathemati(]ues; et tout Tecbafaudage de9 pr«H 
portions deyiendrait iautile> si on kur subatitu^t leJi 
Equations correspondantes , c6 qui donnerait, j^e pexijse, 
plus d'uniformite aiix metho^es ^ et plus de nettete ^uc 
idies. # 

2228« Des proportions ailx progtessions le passage 
est facile. Ayant conju , daa^ i'^auidiffer^nce con-^ 
tinue , trois quantites , do^t la deh^dre surpassait-lase- 
conde autant que celle-ci surpassait la premiere , on a 
bientdt imaging de conciderer un nombre indefini de 
quantites^ a, b, c, d, etc. , telles que chacune d'eBesf 
fiurpassat celle qui la precede^ 4. ^^u>* meme quantite ^ , 
ensorte que ^ ^.^ . 

i=a+<P,c = i-f-»f,<l=e + «r, ezsrf + J, etc. 

L*ensemble de ces quantites s'ecrit ainsi : 

T a . b . c . d t e .f* etc., 

et se nommait progressioh arithmHique; mais j'ai cm 
devoir changer ce nom en celui de progression par 
differences, (Voyez jirith. note du p? lay ). 

On peut calculer un terme quelconque de cette pro-' 
gression , sans le secour* des interm^aires. £n effet , 
a on met pout ^ sa Y^I<mr darn cefle ^e c, il en re-^ 
tultera 

tree cette demiere on trouyera 

etaln^ de suite; d*oiibn Toitqu*etinommant/le term^ 
do&t le rang serttt marqu^ par n, 6h aurait 

Zssra + Cn— i)A 

Soit 
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^ . i9oet y par €^«mple ^ la pfrogression 

-: 3 . 5 . 7 . 9 . 11 . i3. i5 . 17 , etc., * 

icffe premier terme fl?::=3 ,' la difference ( ou la raison ) 
- «r z= 2 ; on trbttyer^pcmr le huitieme terme , 

wn^ qU'oii Ic concltit €ln calctilint tons ceux qui le pre* 
cedent. ' * 

La pfogfetsion - que je Tien^ de cohsidirer etait 
ttoissante ; en Tecrivant dans un ordre inverse , tel qu# 
celui-ci: 

•7 17 . i5 . i3 . 11 . 9 . 7 .5 . 3 . 1 . — /i . — 3,€rtc ,» 

die serait decroisscaUe, On en trouverait encore un 
terme quelconqueaumoyende laformule a -|- (/^— 1) cT, 
en obaervapt que <r dgit y etre suppose negatif , puisque 
la difference doit alors se retrancher d'un terme quel- 
conque pour obfenir le siiivant. 

229. On parvient aussi tres-simplement a connaitre 
la somme d*un nomb^e^qa^lconque de termes de la 
progression par differences. C6tte progression etant re- 
presentee par 

J. a . i .cC .... ."T. ...;... . i . k . I, 

et S designant la somme de to^s ses termes y oii aura 

S = a + i 4-c ." 7.. . . + f 4. ft-f. /. 

En ^crivant les tormes du second membre de cette 
^uation> dans un ordre inverse du pr^cMent^ on 
aura encore ^, 

S — l + k+'i\..^. ^c^b + a. 

3i,on ajoute ces equations ^ et qu*on r^unisse le« term«» 
qui se correspondent, il viendra 
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mais par l.a nature de la progression^ on a, en partast 
dtt premier terme , 

fl + /=i,i+<f=3c, i-f<r=fc, AH-J=i^ 

€t par consequent, en partant du dernier , 

/— cr=A, k — i=:i, . - . . , c— «r=:*, 6— *f=a : 

I'addition des Equations correspondantes fait toir «ur-« 
le-champ qua 

a + l^ss^b-^^hzsuc^i^etc, 

ct que paif consequ^it 

d'ou il suit . 

n(a + l ) 

s- — s — ' 

En dppliquant cette forMuIe a la progresion 
-: 3 • 5 . 7 . 9 . etc. , 
on trouvera pout la somme des huit premiers termet^ 
(3+17)8 _g 

aSo. L*equation 
jointe a 

donne le moyen de trbuver deux quelcbnques des cih^ 
quantites ayfyU^l et 5, lorsqu'On connaif les trois 
autres; je ne m'arreterai pas a traflR: cbacun des 
cas qui piuyent se presenter. 

f23i. On a tir6 de la proportion, la progression paff 
quotiens (ou la progression geom^trk/ue) , qui consists 
dans una suite de tef mes tel^ que le quotient i*\m 



b^A L G i B R e; 5aS 

^'elrffie ctivis^ par celui qui le pr^c^e^ est te in^iriey 
Ijuelque part que soient pris ces deux terines. Les suites 

-H- a : 6: 18 : 54 : 163 : etc., / 

41.45: iS-. 5: fi |!etb., 

^ont des progressions de ce genre ; le quotient ( 6vl la 
raisqh ) lest 3 dans Tune ct | ^ans Tautre : la premiere 
(est croissante , et la seconde decroissante; ChacuB« dd 
bes progressions forme une suite de rapports 6gaux , et 
b'est potir tiela 'qWbh les ecrit cointne ci-des6u$: 

Soieiit 

a, ii c, rf,.. i.....;... R, Z5 

)es temies d*iine progression quelconque par quoti^nd : 

iFaisant - = 9 ^ j'aurai > par la nature de cette pro^ 

gression 5 

^'^a~b — Z^d h' , . 

bu b=aqi c:=.bqi d^s:cq ^ e:=idif ^ . . . li=zkq, 

Mettant successivement lavaleur de b dans celle de c; 
bette demi^re dans celle de if, et ainsi ded aiitres, il 
Viendra 

b-^znq, c:=zUq^^ d=aq^y e=aqi,. , ,l=zdq'^'^^, 

en designant par n le rangdu terme I, oh le ndmbre del 
lermesque Ton consickre dans la progression propos^e. 

A Faide de la formule /bsafl"""*, on peutcalculei: uii 
terme quelconque sanis passer par tons lesintermediaires. 
Le dixi^ine temie de la progression 

-H- a : 6: 18: etc. , 
par exemple, est ^gal a xSteSgSS^. 

dSs. On peirt obtenir aussi la somme d'autant Ji 
termes qu*on voudra de la progreslion 

X 9 



5s4 l£ L IS M S K S 

~alblc*d, etc. , 

en ajoutant entr'elles les equations 

b=aq, c:=:zbq, d:=:cq, ez^f:dqy ...2=^^; 

car il en resultera 

i + c+d+c. . .4-Z=(a4.&+c+d. . .+*)?; 

et en nommant S la somme cherchee ^ on aura 

3 + c-f-rf + c....+/ = S — a 
a + i + c 4-^.... + *=«$ — /, 

d'ou Ton conclura 
et par consequent 

Dans Texemple ci-dessus, on trouyerait*p6ur la somme 
des dix premiers termes de la progression 

-H- a: 6:i8: etc., 

a33. Les deux Equations 

^ </— 1 

renferment les relations que les cinq quantites a, q, n, I 
et 5 , doivent avoir enti'elles dans la progression par 
quotiens , et feront connaitre deux quelconques de cec 
quantites , lorsque les trois autres seront donnees. 

2234. Si on substitue aq"""^ a la place de l^ daBsl'ex- 
preesion de S, il \iendra 

9—1 
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Lorsquc q sera un nombre entier, la quantity q^ sera 
d*autant plus grande^ que le noiobre n sera plus consi- 
derable 'y et S sera susceptible de surpasser telle quan-^ 
tite que Ton voudra , en donnant a n une yaleur conve- 
nable , c*est-a-dire, en prenant un nombre suffisant de 
termesde la progression proposee. Slais si q est une frac- 
tion representee par — , on aura 



a(— - — 1 ) am(i -Y ai 



a 

5= 



1 m — 1 ni — 1 * 

et il est evident que plus le nombre h deyiendra grand , 
plus le terme — ^;^^ , deviendra petit , et plus par con- 
sequent lavaleurde ^^approciiera de laquantite — — ,' 
dont elle ne differe que de 



done , plus on prendrade termes dans la progression pro- 
posee , plus leur somme ^prochera de JEUepourra 

meme en diiferer demoins que telle petite quantite qn'on* 
puisse assigner^ sans jamais lui ^trerigoureusementegate. 

Laquantite , que ) e d^signerai par L, est, 

€omme on voit, une limite dont les sommes partielles 
lepresentees par S, s'approchent de plus en plus. 

£n appliquant ces considerations k la progression 

•Q auva 

X5 



920 ^ Zi iS M B K 9 



doA 



m 



- am 
m = a, £,= — -- = a; 
m -I 



et, plus on prendra de termes dans la progression ci-rt 
dessus^ plus leur soxnme approc^era d'etre egalea d« 
On trouve en efFet 

1 =i=:a — I 

etc. 

L' expression de L pent etre consider^e comme }^ 
Apmme de la progression decroissante par quotiens , con- 
tinuee aTinfini, et c*est ainsi qu'on la presente ordinain 
yement, mais on ne pent cependant s'en formenune idee 
bien nette, quen TenvisageAnt sous le point de yp^ 
d'une limite. 

ij35. On peut tirer de Fexpression 

tous les termes qui composent la py^ogression dont elle 
repr^sente la somme ; car si on effectue la division d» 
q"^ — 1 par g — i (i58) , on trouvera 

7£t==13^"=^+9+9*+9'+^ -H'-N 

f e qvii donne 

La yaleur de L remplit le meine 1>ut , lorsqu-on effeo^ 
Ivela diyision de mpar th— i ^ comn^e il $uit : 
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m 



f^m+i 



?» — 1 






771 

^JL + i 

JL . * 

7ll»"'"^ 

etc. 

On divise d'abord tti , oemme i Tordinaire , par le pra* 
mier terme du diviseur , ce qui donne pour quotient 1 ; 
on multiplie ce quotient par le diviseur , et on retrancha 
le produitdudividende; on divise ensuite le reste i par 
le premier terme du diyiseur; on trouye pour quotient 

— , qu*on multiplie par le diviseur , et on a pour reste - 



1 

m ' *^ \' ' ' ' 771' 

on opire sur ce reate comme sur le pr^c^dent. En conti-^ 
nuant ainsi , on apperpoit bientdt la loi que suiyent toua 

les quotiens partiels , et l*on yoit que Texpression ^ 

est equiyalente k la siiie 

771 771* 771* 

continuee i Finfini ; mettant pour m sa yaleur - , et mpk 
|i|)liantpara^ oh retrouye 

pour la progression do;itL expnme lalimite; 
aSS. On regarde le d^yeloppement 

X4 
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eomme' la Talenr de la fraction , toutes Ics £>1» 

m — 1 

qu*i] est convergent ^ c'est^-dire, que les tenner qui le 

composent ^imHiiieiit en s'^loi^sant da premier. 

En eiFet , si on arrete la division precedence soecessiv'e- 
ment an premier, an second^ autroisieme.* reste^ 

on trouve 



les quotiens i 



nt Wr 
etc. 



et les restes i 
1 

m 
1 

V? 

ett. 



les nns n*approchent de la vraie yaleur qu^autant qua 
les autres vont en diminuant ; et cette circonstance n*a 
lieu qme loi^que m surpasse Funite. Dans tons les autrea 
cas, on ne peat se permettre de negUger les restes, qui^ 
croissant sans cesse, font roir que les quoti^n^ s'elpignent 
de plus en plus dq la vraie valeur. 

Pour ecl^rcir ceci, 11 sufSt de faire successivement 
nt = a , m = 1 , m = J. La premiere supposition donn© 



:f=fl = i+i + 5 + i + ^+etc. 



m — 1 

et Ton a d^ja vu (a54) <|u'en effiet la serie qui conH 
ppse le second oiembre s*approcliait de.plu9 en plus de a. 

La secQnde supposition conduit a 

^^^-^ =:J=4 -hi -fi +1 + I + 1 + etc. 

Ce resultat; i + 1 + * + 1 + *> etc. continue a rmGm\' 
donne bien une quantite in^iiie , comma le demande U 
nature de T expression \ : cependant-si Ton ne tenaitpas 
compte des f estes daas 9et exeinple ^ on tomberait dans 
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unc absurdite • car puisque le diviseur , multiplie pai* 1q 
quotient y doit reproduire le dividende , il faut que 

or le second membre s^aneantit rigoureusement : on 
aurait done 1=0. 

La troisieme. supposition mene a des consequences 
non moins absurdes ^ quand on neglige les restes y et 
qu on regarde la ^erie r^sultante comme exprimant la. 
Taleur de la fraction dont elle derive, En faisant m = J, 
on trouve 

— ^!^r=: — i = i + a+4+8+ie + etc. 

ce qui est bien 6videmment faux. 

Ces contradictions disparaiasent en observant qu9 « 
dans le second cas y les restes 

111 
^ > 'ZZ> 3^ > ^ > etc., 

sont tons egauxa 1 , et que puisqu*ils n« diminuentpaSji 
il n est pas permis de les negliger, quelque loin que Ton 
pousse la serie. En ajoutant done Fun de ces restes au 
second mennbre de I'equation 

I = (l+1 + 1 + 1 + 1+ ).o, 

^lle devient exacte. Dans le troisieme cas^ l«s restes 

111 
^ * ^ > nrs > ^ * etc., 

forment la progression croissante i , a , 4> 8, 16 , etc., et 

en ajoutant a chaque quotient la fraction quir^sulte du 

reste qui Taccompagne , les expressions rigoureuses de 

m 
^ — — , sont 
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'} 



1.1. 1 



etc. 
qpa toutea s'accordent a donper — i^ lor8quem=i.' 

Si on prenaitm == — n, la fraction » deyiendriif 

! ; la eerie qui exprime le deyeloppem^nt de (rett^ 

fraction se changerait en 

1 f- — 3+ etc., 

et en y faisant 71= i ^ on aurait 

1 — 1 + 1 — irf-i — 1-f- eto. ; 

d^veloppement qui deyient tantot 1 et tantdt o, ct quj 
8-ecarte par consequent, tantot par exc^s, tant6t par 

defaut , de la vraie yaleur de — ; — , ecale dans ce caa 

n + 1 ' ^ 

a \ : mais la serie ci-dessus , n etant point conyergente , 

me peut donner cette yraie yaleur; et il faut necessaire-r 

ment t^r compte dureste, a quelque terme que Ton 

ftarrete. 

Si on suppose dans la serie prec^dente 7t=a, on aur^ 

i-i + i-f + f..etc. 

ftMte dont les sommes partielles 1 , i, J, % , etc. sontal- 
tematiyementplus petites et plus grandes que la yraie ya? 

Ipur de —J—, qui est f , mais dont elles approc^en^ 
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Ind^finiment ^ parce que la serie propos^e est con?? 
vergente. 

Quoique les series divergentes , c*est-4-dire celles 
dont les termes roxft, en augmentant, s'^cartent sani 
cesse de la vraie ya|eur de I'expressio^ dont pljes d?- 
rivent , considerees neanmoins comme deyeloppemens 
de ces expressions , elles peuyent faire oonnaitre celles 
de leurs proprietes qui ne dependent point de leuF 
Bommation. 

sSf, En poussant quelque division algebrique que go 
8oit, comme j'ai fait ci-dessus (a35), a Tegard de m 
par m — i , on paryiendra toujours k exprimer le quo- 
tient par une suite infinie de termes monomes, Les extrac- 
tions des racines , continu^esde la meme maniere sur les 
restes successifs , dans le cas des puissances imparfaites, 
CQnduirontaussi a des suites infinies ; mais ces suites s*ob- 
tiendront plus facilement par la formule du binome, ainsi 
que je le ferai yoir dans le Complement , ovl je traiterai 
des suites les plus connues. 

Thiorie des quarUitesexponentielles et des logarUkmes. 

d38. Dans toutes les questions r^solues jusqu'ici, 
les inconnues n*entraient pour rien dans les exposans ; 
mai3 il n'en serait pas de mdne si on voulaif determiner 
le nombre des termes d*une progression parquotienji^ 
dont le premier terme, le dernier #t. la raison seraient 
4pnn^s. En eiFet^ on aurait pour cela I'^quat^oi^ 

Izszaq*-^ (a3i), 

(]ans laquelle rincomme serait n; et en f aisant^ pour abr^* 
ger,» — i=:r^ilyiendrait/=a9'. Les methodes directes 
axpos^es pr6cMemment ne sauraient resoudre cetts 
Ration; et les quantites Relies que x ne peuYeot ^tre 
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representees par aucun des sigoes demt j^ai de^a farr 
usage. Pour repandre plus de lumiere sur ce sujet , j&^ 
rappellerai , d'apres Euler , la liaison qui existe entr^ 
lesdiverses operations dd'AIgebre, et comment chacune 
d'elles donne naissance a une nouyelle espece de quan— 
tites. ^ 

339. Soient a et 6 deux quantites qu'on se pinop^s*- 
d*ajouter ensemble ; on a 

tt si , de cette ^quatiod , on veuf tirera ovtb^on trouye 

voila , comme on voit , Torigine de la soustraction ; et 
quand cette derniere operation ne pent s'effectuer dang 
Tordre ou elle est indiquee , le resultat devient negatif . 
L'addition repetee d'une meme quajitite engendre la 
multiplication: a designantle multiplicateiur > i le mvl-^ 
tiplicande^ et c le produit^ on a 

fift:S?G, 

d*ou on tire 

a=j, 4=-; 

«t de li naissent la division et les fractions qui en sont hk 
suite , lorsqu*elle ne pent sffiFectuer sans reste. La mul* 
tiplication rep^t^e d*une quantite par elte^-mime , pro- 
duit les puissance^de cette quantity \ enexprimantpari^ 
le nombred&foisque a est facteur dans la puissance que 
Ton considere , on a 

a^ = c: 

€ette ^uatbn differeessentiellement des prec^dentes^ 
€0 ce queues quantit^s a et b n'y entrent pas toutes demc 
de la mSme matiere, d'ou il suit qu'on ne pent pas: 
r^sQudre Tequation par rappoxt a Tune coim&e pae^ 
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rapport i I'autre. Si c'est a qu*on oberche j tmc simple 
extraction de racine suffit pour le trouver , et cette ope- 
ration donne lieu a une nouvelle esp^ce de quantites , 
savoir : les irrationnelles ; mais la determination de i de- 
pend de m^thodes particuli^res que je ferai connaitr^ 
lorsque j'anrai expos6 le$ priticipaldi proprietes dd 
Tequation a* = c. • 

240. n est facile de voir ^u en conservant la meme 
valeur pour la lettre a, que je suppoaerai au-dessus de 
Tunite , et variant convenablement celle de b, onpourra 
obtenir pour c tousles nombres possibles. En effet, enfai- 
f ant i= o , on a c = 1 ; puis lorsque b croitra, l^s valeur* 
.corre6pon3antes de c surpasseront deplus en plus Tunite, 
et pourrontaugmenter autantqu on youdra. Le contraire 
aura Ueu sionprendi negatif;!' Equation a* = c se chan- 

geantena""* = c, pu-j-==: c, le^ valeurs de c iront 

sans Cesse en diminuant, etpourronf devenir aussi petites ~ 
qu'on voudra. On peut done de la m^me Equation titer 
tons les nombjes pbsitifs possibles , soit entiera , eoitfrac- 
tionnaires , dans le cas ou a surpasse Tunite. II en ser^t 
de m^me , si on avaita < 1 : seulement , lea valeurs dec 
marcheraient en sens inverse dn cas precedent ; mais en 
aupposant a = 1 , on trouverait toujours c = 1 , quelque 
valeur qu'on 8onnat a 6 : on doit done , dans tout ce qui 
ya suivre^ regarder a comme differant essentiellemeot 
de Tunit^. 

Pour mieuxd^stgner que a. ne change pointy etquekii 
deux autres quantites ft et c sont indeterminees, je les j:e- 
presenteraipar leslettresa:ety,et j*aurai f equation a*=y, 
dans laquelle a chaque valeur dej^ repond une valeur d? 
X, ensorte que Tunede ces quantites est determineepM: 
Tautre, et reciproquement. 

a4 1 . Cette. g^netation deg. uoiubres par le moycn . de^ 
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puissances SnAt meme quantity , est trhs-idtetessntitB ^ 
non-seulement par rapport a T Alg^bre , mais encore psir 
le secours quelle fournit pour abr^ger les calculs nu^ 

. meriques. En effet ^ si on Considere un autre nombre^% 
etqueFondesignepar x' la valeur correspondante de jc, 

.bn aura €^':=zz^ ^ et par consequents! on multiplied 
pary, il viendx^i 

il on diyise^ on trouvera 

y ^ 

tenfin , si oh prend la puissance m de j' ct la radne nf "* i 
On aura 

pour rune ^et 

i. i. — 

y" = (a*)" = a* 

pour Tautrec 

li suit des deux premiers r^sultats, qiie connaissant Jei 
exposans x et a?' relatifs aux nombres j^ ety, on trou- 
vera y en prenant leur somme , Texposant qui repond ail 
produitj^y, et en prenant leur difference^ celiii qiii 

ripond au quotient. "2-. Les deux derniAres Equations 

font voir que Fexposant relatif a la puissance m""'dey 
s'obtient par une simple multiplication y et celiii qui re-^ 
pond a la radne n'^^'y par une simple division^ 

II est facile de conclure de la , que si on avait une table 
dans laquelle, a cote de chacun des nombresj^, se trouvas^ 
sent les valeurs correspondantes de x , ensorte qu'etant 
4onn6y, oapiit avoir x, et tedproqu€fment, \2imuiti^\U 
nation de deux nombres quelconques se reduirait a une 
simple addition , parce qu'au lieu d'opercr sur ccs 



i>* A t, o i B n X. tZS 

tiombres , on ajouterait les valeurs de x qui a'y rap-* 
portent , et cherchant ensuite dans la table le nombre 
auquel repond cette sonUme , on aurait aussi le produit 
demande.Le quotient des nombrea proposes se trouverait 
dans la meme table , vis-a-vis de la difference des yd'eurs 
dear qui leur correspondent^ et la division s*effectu^rait 
ulors par une soustrdctioh, 

Ces deux exemples font assez entreyoir Tutilitedont 
peuyent ^tre des tables setnblables a celle dont on yient 
de parler ; aus^i r9sage en est~il bien repandud^uis 
Neper, qui les imagina le premier. Les yaleurs de a? y 
sont d^sign^es sous le nom de logarithmes, et par con- 
tiquent les logarithmes sontles exposans des puissance^ 
auxquelks il faut ilever un nombre invariable , pour 
en d^duire successivetnent tons les nombres possibles. 

Le nombre invariable se nomme Base de la table oudii 
systime de logarithmes^ 

Dans la suite, jerepriisenteraile logarithme de^, pat 
ly;onauraf x:=zly, eta cause dej^ = a*, il yien- 
draj^=a*y. 

a^d* Les propriet^s des logarithmes ^tant indepen<- 
dantes des yaleurs particuli^res du nombre a ou de leur 
base^ il s'ensuit qu'on peut former une infinite de tabled 
differentes, en donnant a ce nombre toutes les yaleurs 
possibles autres que Tunite. Prenant pour exemple 
a = 1 o , on aura^ = ( i o)'^, et on trouyera sur-le<;hanyp 
que les nombres , 

1, 10, 100, "ix56o, lOooo, looooo, etc. 

qui sonttous des puissances de lo, oht pour lo^arithmet 
dans cette hypoth^se, les nombres 

p, 1, a, 3, 4* 5, » etc. 

. On p^t di]k y^rifier sur cette suite les proprietes qii« 
]'ai ^ncies daon U num^ro pr^c64eQt ; en ^joutant le9 
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logarithmes de lo et de looo , qui sont i et 3 ^ on voit 
tpieleur somme 4 correspond au-dessous de loooo^ qui 
ert le prodiiit dea nombres proposes. 

243. Les logarithmes des nombres intermediaires 
entrc 1 et lo, 10 et 100, 100 et 1000, etc. , ne peuvent 
t'obtenir que par approxiiliation. S'il s'agissait , par 
exemple, d'avoirle logarithme de a , il faudrait resoudre 
Tequation (10)*= a , en y appliquant la methode don- 
nee n® flai , et trouver d*abord le nombre entier le 
plus approchant de la valeiir de x. On voit bientdt 
que X est entre o et i , puisque (10)* =1, (10)* = 10 ; 

on feradonc x=-, et il yiendra (lo)* =r a , ott 

1 o = fi* I or z se trouye entre 3 ^t 4 '> on supposera done 

a=;3 + -r > et il en resultera . 

z 

1 1 1 

10 = a^*^= a' X a*^= 8 X a*^, 
1 

ou enfin a=:(^)*'. 

La yaleur dez^ tombant entre 3 et 4, on fera 

on aura 

d'oik on tirera 
1 

tt apr^dim petitnombre d'essais, on trouveraque z'^ est 
HBntre ^ et 10. On pourra pouwcr plife loin de k mem« 

maniere ; 



1 

\ 
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^pQiir tnontret k po5^ili*6 de trouret '166' loganthtoeb 
da^tatifi Icsnombties-, ^ nie bornerai i^uppoier ft"«g, 

!'"-.^. ■ vfifi^v'ifc'^fi, flc^iff^- ' 

Cette v^leur'de p:^ rediiit© .^^ decii^aji^s ,, ^§1 e3i^p.tP JWSr 
"jqtfau guatri^me cniff^^^ dpj^uq.. . ] 

et de^chteafe potted *'un pM haut Segre de figueur; 
ont appris ({u'en jioussd^ |usqii:a 7 decimales ^ oa 
aurait . .. ^,. ; * v 

a; ==,q,3ojo3oo. , 

r ' '^ ' 1 ; ' \ 

Pour interpreter cettp y^leuj: de of cpix^niie crfle d*ui> 
«xposant, il faut con9evoir qi^e si on,61eve le nombre 10 
a la puissance marqu^b par^Te liombre 3o 1 eSoo , et q^ovl 
exUayn dir rtsulrat une racine du'degr^' rooooobo , on 
aura un nombre traMipproctiant dcf a 5 c'est-a-dire , que 

( 10) »*'««<'«»«*> — 1^ , a^fort peu pr^s.: le premier nxejn- 
bre est un peu plus graiKj que a ; mais le nombre 

(io)^^^ae.raitpW8 P?Mt(*)- 



(^) La methode indiqui^edMU ctnu a jt rff ci ncswait-pflipvaifcable 
pour des nombres on peu grands j mai& co . voici une autre donn^ 
par Long, geomMre aftglais »• dan^ les Trails, philosophi^ues^pour 
Tannine 17^9 n** 339, 9^ peut^tre tri»^tLle. 

La d^Cernuq0li9%^4e «^aMri\4ipiatii0tt{(a^'"±97;^ tr^Iabo- 
rieuse, on peutproci^er cla^s un orfJlre ipye^/^;,.,«p^o;pflu^f ppwf 
obcenir y , et fbrmer une table ^es valeurs dey correspoudafttes k 
celles de x , qui senrira ^jmx^y^^ffafpjDafi on Yfi\le Toir , k determiners; 

p^'^j-, .. . .. •!, _ \ . . .>,_ ,,, ,. . ,. 

On^ep44'aJbo^p<)^u5,:f:dfliy^<air»<^^ Xfii^l 

se rcdiilt H determiner la valeur de ^, qui repond a^ =s 9;i 1 019 qui 

,«5t (id)'*, parce que l^a^^i^tiv* Va^«i«»4fi,)', «xoii>:..!i 

Elemens d'Jlgebre. . Y 
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> Q44. En multipliant succeswvement par d , 5 > 4 > etc»y 
|e logarithme de a^ oq obtient cenx des nombrea 4 > ^» 
16, etc. qui sont les a% 3% 4% etc.,. puissances de fi. 

En ajoutant au logarithmede & leslogarithmesde 10^ 
de 100, d^ 1000, etc., on en Jeduit ceux de flo, de aoo, 
de 3000, etc. et il est Evident qu*il suffit d'avoir leslo- 
^arithmes des nombres premiers pour trouver les loga- 
rithmes de tous les nombres composes , qui ne peuvent 
itreque des puissanqea ou des produits de nombres pre- 
miers. Le nombre Aio ^ par exemple , etant ^gal k 

i 3X3X5X7* 

•on logarithme s«ra 6gal a | 

Ii+13-fl5+i7, 
«t 4 causeque 5 == ^ , on aura ' ' 

;■ j;..'l5 = l>or-|a.,,. . ■ '' . 

- I ■ '- - '- 

sont les a*, 3*, etc. , puissances de la pipemi^re. 

' L*exiraction de la racine quarr^e fait d^abord coanatve 

(io)» ' ou (iop'= 3,1622776605 . ' 
puis en extrayant la racine cin<|Cii^nie dece resultat, on parvient 
. • (10)"^= 1,358925412. ■ 

Par un procASd^ «emblable , on tirera d<r 

. (to)«^=s 1^58925412 . 
ta vakur de ' • 

V/*(ipp = {io)2*= (io)"« = i,tMoip454 ; 
puis prcnani la racine cincpiitoc, on formera 
.....:.. (,o)^'^ = i,o23>92992; 

et remontant anx puissances 2', 3*, .... 9®, on obtiendra les valeui* 
^yy c6rrespondantes k cellesde jc, depuis 0,01 jusqu'k 0,09. 

On concoit fecilement qae de cette mani&re on formejra encore 
Jeivakursd«ypoi«<wB#» de», depOis 0,601 jusqu'^ 9jno9f depute 



2^5. Lea iogarithmes, qui sont toujoiirs exprimed' 
ipn decinudes , sont n^ceasairemet^t composes . de deux 
parties^ eayolT) des unites^ plac^efs a la gauche de la 

— — ' - ' I .1. II I ■ .11 > • . ' ' ■ ■ *'" I ' , ' ■ " •' ' " . I I ■ 

d^oooi jus^'li 0,0009, et qu^on pourra composer la table ci-dessous. 



Log;. iNombresSi^atur^ 



.Log. 



Pf ombres Natar. 






5^011872^36 
3,981071706 
3>i6a^;?266o 
a,5ii886i3a 



i,oooqo7a5i 
1,0001 84aa2 
1,000161104 
i,09oi38io5 
t,oooii5T36 

T,OOO0Q3T06 

i,oooo^^|o8o 
i)00oo46o53 
i,obooa3oa6 




,122018454 
,056478198 
,07i5iq3o5. 
,04^128548 
,023292992 



1,000020724 

I>OOOOl842I 

i,oooo^6itd 
i,oooor^i6 
i,ooooii5i3 

I,QOO0OQ2IO 



1,000004605 

],000002302 
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1)000002072 

1,00000184^ 
k,oooooi6ii 
i,ooQOoi38f . 
i,oo9<;>9^i5^„ 

t)OOdOop46o 
i,ooooqo23o 



I 

5 



,boi84|. 
,ooi6i3ioQ 

yOOI 382600' 
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virgnle^.ttt des ohUlTes deoim^mx qui s« tronvent a I9 
droite. La premi^ ^rte le aom de caracteristiqu^ , 
pdrqeqoe dans lei loganthmes qae je conncfceire pcmr 
le moment, qtd resnltent de I9 supposition de cru^io , 



Par le moyen de oette taUe, on crottrera le logarifbme d''iin noinbve 
mieldMi^e, «iile divisanrpalrio^ unnonfitire de foi«»ulBi»at)t.Poiis- 
ok>teiiir^ pai:ciemple,4ickii4ift4feSk49H oa <U»i— f ^»- ■ e mWe d'ab o w l 
par (1.0)' ou tooo,c|ai est la plus grandcpttissaacede 10 qu^jlpuisft* 
conteBir, e% on aura 

a549=(io)3Xa,549; . 

puis on cherabcra duns la table la ptissanee dt vo, imm^atesient 
aUHiessovs de s»549» ^* trouvera 

(fo)V=a,5il88643ii, 

tt di^isatit 1,549 P^ ^^ 'dernier nombre', tl viendra 

C3ierchant encore dans la table la piiistance de ro , knin^aiement an- 
dMso«t de- 1^^477^*77 » on tronvera 

puis dtirisMit plff ce Bofftbre le qootientpr^^ent 190147^75177, onr 
aura tta. 3* qabtrent Iy0oo85i749> ^ 

Ob e o minnc r a d ^mwli e i aim! jya4U *& cexpiNjn loltpar^nH 'trim ipso* 
lient ipii ne dilRre de Potthe ^«i da^s lV>xdr*de d<fch*al«8 qu*on »r 
ptopote de ne'gliger. 

:£n regatdatttki le troisiime comme i^t k l\rtiite, te nombie 
propo#^ it'ta ddcomposif^en factenrs, ^:'*seroat despui«aiibes de 10 { * 
c«r on aura 

. '»549!:r (loj)* X (io>,* (io>,^« — (to) V♦^ ' 

-^^0^ on.voiupw3y4oS CM lal o y w i hm e 4a <M)m br e • 54 9^ En pw n t an t 
la. div'ifimrpnqH^aa > nO»felN»<^ 7\ on j^'^litw ^de Ce logafilhme 

La iw^siM table sett dkcore pins f4ciltfm«itSi<toonye): vk nombiv 
par so&i logatidime ;• envoici un exemple : - { ^ 

f ; (105 v«' i= (10)^ X (io)%5 X. (16)0,6* X (if<J)*,^*7j 

U "sen done <fgal an produit den nombres 



'«rqu*on appdle loganthmes-orJituures , oette pattie fait 
•ODjmaitre ^a^^ qoel ordre. dJiuiit^tdHmbe le hoq^re doat 
oa a la/loganditte. Tons: ksilogarilliaiet d(Wihotd9yii» 

«aiMiiii03iiafityiBr.*ca£actehrtTqitd; ti^ 
'Q9]Bpffvcn|rfrJtjQr&fciqa> oat 3:.; :.tcnuiia«ifx de^ «otiilto6ft 
don^mieatre coo, et iQoo^ont .ar: •^gte^atJ laea~ 
racteristiqueiidSgfltlo^Bitlnias ailavtmt d^iipfi^siifW k 
nombrej>£ppqs^ adevChifTr^.s moins.un. ,. 

.\ a45; t^flfl repiajcqiifi. np9 . moi^ imRortantc, c'c^ 

uns des autres^ ont la meme partie d^cimale :;BV 
exemple , 

54360 a pour log. 4,7352794., 
• ' 545^ 3,7352794 , " ^ 

^^^ 54S,fr • ^,735^794, 

54,36^ . : 4,735«794 , 

__ , ^ 5y<3S . . o,72a5«794; ,. . . 

car ch^c.iy).'^^, Qes nomhice^-^taii^t.Ie.qtiotient^c celid 
qui le precede,' divise par 10 j le Ibgarithme de I'ua 
SMobtient ^ dtant une iaoftk i te- caracteristique^ de 
I'aitre^Ca^t, 243). ^ ' •-• 

fi47: jrt aprls ce qwi a ^t^ djt if^^o, fe^ loj^arftlim^t 

' :•.'*•;:,, — ""^^ — '■ — ... r , ' \ 

(lo)o,«* s: 1,0964781^6 
pris dam Ja table ciule; et on aura par consequent ,, 

^tendue^ et dpnt Tobiet est de faire Orourcr |i qqel oombre reMXli 
u» loganthiAe dbnne. 

Y5 
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des nombresfractioiuiaires sont negatifs dans rhypotii^s)0 
actufUe; et oii les dMnif fiioilement de ceuz des novt — 
hrea entiers , en observant (fn'one^fraction rejuresente le 
-quotient d^ la divisian dti B]zii)i^)rateur4>ar le dinoquina-*- 
teur. Quand le numibrateur est moindreqiie ledifoomi^ 
.nateur ^ son logarithme ,«st an&si phis petitijae celui du 
dinominateur > et :par consequent , en retvancfaant le 

decnijer.du premier , on a im reste n^gatif. 

. • • • 

Pour obtenir le logarithme de la fraction J, par 

exeknple , on retranchera de o, qui exprimele logarithm© 

de 1 , la fraction o,3oio3bo , qui represente celui de a,^ 

et il yiendr^ ' ^ 

^-.- o,3oio3oo. 

En retranchant de o le nombre i,3oio3oo, qui est le 
logarithnie de 20^ on aurale logaritlune de^; ^ egal a 

^ ~vs- i,3oio3oo J 

le logarithme de 3 ^tant 0,4771 21 3^ cehii de j sera 

•• ' -t>j3bio5oo^'0,2^7i2i3= — 0,1766513. 

w^ a^^.. P^. ^ .W^^!^ ^(^ ^9. les obtient I les lo^ 
garithmes des fractions , abstraction faitjB «d^ leur 
,9igne> appartiennent (ft^*) ^^ quotient dehf division 
du denOminateur par le numerateur, et repopd^nt 
par consequent au nombre par lequel il faudrait di- 
viseir I'unite pour oBtcnif la fraction proposee. En ef-? 
fet, I, par exeinple, peut 6tre mis sous la forn^a 

4 et l|=J3>tl»»<V'7^9^'. 

» ... 

II serait pieu commode., pour trouver la yialeur de la 

fraction alaquelle appartient un logarithme nigatif don- 
-i&ax/^e. chercliiisr letnbmbre ^uquet il rerpond lorsqu'il est 
'positif , puisqu*il' faudrdit' effecfiicr la division de Tu- 
it^itj^ par ce noinbre; mais si on retrajxchiB ce 
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ritlime de i^ a» 3^ etc. unites, le reste appartiendra 
au nombre tpA exprune la fraction chercbee, lorsqu'oa^ 
la convertit en d^cii^ales ^ puisque cette soustractioa 
r^pond a la division des nombres 10, 100, 1000, etc. 
par le nombre da logarithme propos^. 

Soit pout exemple^ — o,3ojio3oo', si,, ca. n*ayant 
point egard a sonngne , on 6te ce logaritbmc de t^ 
ou- 1^0000000 , le reste 0^69897001 r^pondant a Smontret 
que la fraction cherchee est egale a ro^5, puisqu'on a» 
suppose Tunit^ composiee de 10 p^es. t 

Si, Ibrsqa'oii cbercbe le logarithme d*une fiac^ 
ti^n y pn e(»$oit tout, de suite Tunit^ formee de 
10, on .100^ ou. 1000, ou .etc. parties; ou , ce qui 
revient au meme^ si on.augmente la caracteristique 
da logarithfeie du nuinerateur d'un npmbre d'unitsA 
sufiisant pour quon puisse faire la squ^traction do 
i^elui du numerateur; on aura dfe cett$ mamere uof 
logarithme positif y qui pourra s'employer.iMi lieu de. 
Oelui qu'on a indique plus haut. , . 

Afin de itiettre de Tuniformit^ dans, lbs calculs , oit 
Augmente le plus squvent de no uQit^s ia . caract^Ms-^ 
tique du logarithme du numeratieur. Relativement ir 
la fraction -i, par exemple , on. a . ~ , ;\^.. 

io,3dio3oa--:«>,477i^2i3t=£J93a^S7; . 

' n est facile de voir que ce logarftfim^ siirpasse de. 
»o unites le logarithme negatif —0,1760913, ,etqu^ 
par consiquent/chaqiie fois qu'on Vajoutera at d'autres, 
on introduira 10^ uiiites de tro^ daiis l6 r^ultat; 
mais la soustraction de ces 10 unif^s^'iie doit pal 
-compter pour^une t>p^ation, et lorsqn'elle setaeiFec-^ 
tuee, onaurU effectue en m§me temps celle dec, V7609 1 3^ 
En effet; sdit ^A^'le nombre auqiiel on ^qoute le lo-^ 
garithme positif 9; 813^687; le^resultatde^ 1 operation 
•era reprisent6 par ' ' - i . - - 

V4 
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2V-f-io — 0,1760915; ' .- 

«t n (» en retranche 10^ cm aura senlieiileht' 
• N — o,i76o9i3- . . 

D'apres de qal precede j^ on chpige la soustraetiaix. 
en addition , en employant , au lieu du nombre a sop*-* 
Itaitie , son complement tmthfhetiqut , c'est-a-mi'e ce 
^ rfestfe lotwpi'ori retiianche ce^ nbnAre d6* Tun des 
Hombres )0| 106/ 1000, etc., ?isiilttct ^i s'obtifeut 
^n ^tant iilfe icT-ldfe unitlBS riiti^leriiii non&re pro- 
pose, et touted les autres de q; efela fait^ 6n ajoute 
€e conq>}^fttteDt> au nombre' doatil'fatidi^sobsti^e 
le propose, eKt &a r^ttsmch^ db ib iomttf^ ilHte uHift^ 
4e rovd];e.ftii; k^uei on: a fpHsr l6^fi^l«^hf .^ < 

B est ^^ciit • ^tfe si le ^^hi^deiJfeaf %Sit' t^l&ti plu- 
mettw lbi», il fe«ldta tttrtoebesf*, 'A^i^s' Tarflfitimi , ait-" 
•tJint d uflil* dfe I'drAre snrl«quelfcMcoriipI^iheilt"^6t^ 
pds, qu^ y fett a? Ains-sorf^nlttltipHefet^rfir ; et |)ii' fei? 
fli^me raiisibri , .^i' .^ fcm^ldi^ • piluBieurs compKtirtns ,' 
il sera necessaire de retrancfefer pttUfcHacuti Piiifitl? 
fUr Jaqnjlb iUa et^ pm, ciu^iitdir^driidif^^q^^j 
a de complciieniy si toua^ iont^-prii^ si|r tiM''W^Siti& 

txM. . li -:-- - : • ::'J i'-' 

Quelquefois cette ^toti^trabtfon nfe peut's^ertectiief f 
le result^n^-^<|rsrie €o]^^eittcG€x3t£mtkique du 
iQ^^tblWeJ'fl^^r ft^ctipu^ et a, xsppp^<|anft le? %9i^]^ a 
Vexppssio^ d^ p^tte.f!ractiQp xpj^^^ 'e^^ <leQiH^l^, 
Quand 4 peSte i?ncoi|e^p unites i.ptffti df^ 1* qafj^ei^ 
^u^^ ce q^egtlflcas le plusrprii^e ,^;estf c)J»a^.fif«i 
^yaitmijitifl^ep^ ij90oooooqoq iei^oft^ 
tio»^ch^che^ppJ^,^neffect^^lftdivi*i<^ p#rle4$?«Q^i 
nateur v la cajgu*wisjtMjue diji bgs^liine 4u. f^otwit feif 
coan^e 9ft^i8®^„i'or4re^le;plii5 eleye io^ui^fr.qttf 
reuferme pe quptipn*,,p,^r^pp9itic^eBe8 4uidiv^^ 
Dau» 9,8339087,' la caracteriitique ;8 i|iQ»tre qigi^ 
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qti?)tieat doit aVoir ttn cliHFi^ de moins^que le lionibre 
pariequel >oa am^iltiplie rtmit^i et par eohs^qn^nt si^ 
pour ranvsner le qno^eat 4 MHwftie valaiii^, min' separe 
I o chiffres decimaox, son premier chilFre significatif vers 
la- gafiibl^ Jera dea tfjdlihtti^f oh ne^trotite'faifqtife disi 
c;^ti^fP) (l^s,miliieme|i eitc^pourles nombr^ doot W 
cp^^i^p^ /»:ithmet^es fturaient les G/ffiktaewtiqukB^ 
8 , 7, etc. 
^ ^r ^^<V^'^^ v^^ ^^ ^^ wrl«^i^2n^4&)ogakitbdies 

ceasai,r.9f^ pQ^r Tiot^^jeup^'de^ tables., jifjiisQutpu^aque!- 
tQutes precedees d'u^e Jnfjxuct^c^ relaliiye a; lemr didpo^* 
^tionpa^lliQuliere.et aJa ioai^iere de s'^a.servip^ %t a 
laquelle je renvoie les lecteurs. Je leur indiquerai 
cft^fiid^t les febl^:;de "Gallft (edition rf^riotype)/ 
et.Q^JJjeJ»:de Bopdag,.icw^e;i^^ tP^etf^»4^W!^*.tr^r 
commodes. rr ^ ... ■ \ . i:,./. 1 

'4^!Q«4adofci St: h[' ioguklmtk i'Utt ncsnbnf^ 
ffiWt UlMe . vfdenr p^rttc«b^« de a, am p^utrnt ibMD 
IMSlfeidiflTfi i U «9t|««ihrrd'<J^bAeQir le lo^tlb^' doo 
meme nbmbre dans tout autre systenie/£ii effet^'sinot ar 

diQ*^peiird^4r; o» tireya d^ iafy^^ sa a=?^ Ei>,ptfpaairl©sJ 
l^£^i:ith^^^}ce]atiivemeiit:au^cffatei^ ddnt jU^^ baser ^t«, • 
il.iy^WJ^f ...... . . . ■■ - ■ 

or 1 a*:=:x par rhmeth^se, ^tl-r^» = Xl^ (241 ) : 

done X\ A:=:Xy du X^=i— ; mais en oonsiderant A 

comme hteJ> ^ sexttleSogarithme-di ji^dadMeUysteme 
relatifacettebase : si done, on designece dernier par Z^^ 
pourledistin^€*"dteVdttt^i<iA'auffr i' :•: * ' 
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«t on ifouvera Is logarithme de j darts k second sys^^ ^ 
time, en (Uvisant son hgarithme pris dans le pnxaicv^ 
pai^ le hgarithme de la base du second ^stime. 

L'^quation precedente donne au8si=^ = L^ ; ce qui. 

fait Toir que, quel que soit le nombre y, H existe 
.entre les logarithmes \y et Ly, un rapport jinvariable 
represente par I A. 

a5i, Dans quelquesysteme que cesoit, le logaritBLtne 
de I est toujours o , pubque, quel que soit a , on a tou— 
JDurs <i° = 1 . Les logarithmes etant susceptibles de s'ac- 
croitre indefiniment, on dit qu'ils deviennetft infinis en 
m^me temps que les nombres ; et cojume lorsquej? est up 

nombre fractioxinaire , on ayt;=:— ssa^^j o^voitqua 

plus ^diHiinu^/ plus irdoit augmfenter negativement 
mais que cependant on ne peut jamais assigner pour ce ' 
un nombre qui rende j' exactement nul. Tel est le, sens 
daiu^leqnel'il faut entendre que le logarithme de ziro' 
est egal a I'ijiftni n^gadf, ainsi qu on le trouve daritf 
beaucbup de tables. .j..; :: / - 

225a. Je yais donner maintenant quelquesexemplesde^ 
Tusage qu'on peut fairedes logarithmes dans^rey^ua- 
tion numerique des formules. II suit du numetb a^i et 
de la definition des logarithmes , qui donne Tequatioft 
gf7z=yf que 

liJB]:=iA + lB, 1 (^)=lJir^l2?, 

n ,. , '• 
En appliquant cps regies a* la forihule 

' c\/Wef 
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^estassez compliqu^e^ on trouyerk 

1 ( C\/WJF)=^ Ci+\\D+ilE+i IF, 
•t par consequent 






Sionprenaitlescomplemensarithmetiques de 1 C, f 1 £>, 
i IJS:, { 1 F, et qu'on les designat par C, IV, Ef , F' ^ sm 
lieu duresultat precedent, on aurait 

en observant d'oter de la somme autant d'unit^s de 

I'ordre sur lequd on a pris les complemens, qu'il y a da 

ces complem^ns, c*est-*a--dire^ 4* Lorsqu*on seraparvenu 

au logarithme de la formule proposee, les tables feront 

oonnaitre le nombre auquel appartient ce logarithme , 

.«t qui est la yaleur chercbee. 

# ' • ^ 

fi53. L'usage le plus frequent des logarithmes est 

celui qu'on en fait pour trouverlequatrieme terme d*un« 

proportion.' II est visible que si a\'h\\c\dyQnx. aura 

d^—, dod l£i=:li+lc~la- 

c'est-A-dire , que le logarithme du quatrikme terme cher^ 
'chS est ^gal Ala sorrme des logarithmesrdes deua^ moyem, 
diminuie du hgariihme d& V^xtrime connu, ou-bien a s 
la SQpime des logarUhmes des moyens plus au compU- 
ment qrithm^tiquedu logarithmede Vextrime connu. 

ji^. Si 1 on prepdles logarithmes de chaque membn 



del'iquation- ;;==: -, qui exprime le caractere de la 
proportiQBv, on a^ita " ^ 

d'ou il resulte--q^e les quatre logarithmes 

\aAb\\cAd 
forment une eipiidilEerence (52^3^. i 

ha. suite d' equations J 

-r := rr c= - = -^ etc., (!23l) 

*^^Aait de liitirie 4 . 

, U--.la=:Jc'^16=ld— lc=I^— J^i^etc. , 
ft on .en concliit qu a la progression par quotiens \ 

''eam^oftd fe'^t(5gi-«sion par dilFei^necr''' 

et que par consequent Its hganthmts ditsn^fmihresea 
:p(ogc^,^M32ipQr g^Qtie^/^sorUfJhpiQgreidgn par diff^- 

facileme;it au^noyend^s Jogarithmes-, carV^ etantegal a 

r *-— 'H + ^'i *- , I) ^ - -- .. j^^ 

al 6 , on aurait z\b =1 1 , et par conseqcfent z = j-v. 

-v.:\iojrrr/: ."/^VnV^ii\^ u^. '.!..' ' '. A j-.p ,r' '.1. , ' ^ 



Dan* eeftedeiW^fetxpression ,115 dt sigae le. logarittiide* 
dttlogarithme d^4,< et fi-obtient ^n consideta'nt Ce-Ioga-' 

rifhme QOinraeunaojnbre. Leaquantiteai*, o'^ ^ettqute*^ 
cfelles qui en derivent , se nomment exponeniielle^,'-'^ .^^ 

Questions relati^fes a Vinteret de l' argent. 

956. La theorie des progresgioas par i|}»atieas«t coHe-i 
dea logarithme^, trouyeat leur ap|^kat|Qft(kn9 lea .^9p(Mliln> 
Utionsrelatives a Tixiteret de 1 a^g^t* Pe'srr.ejitdodrtjtsb 
que je vais dire sur ce aajet, il faut savoir que le» 
ayapitJJ^SiC[ae>pi%i!i^iA% line sottabe tffa¥^e^t& celui qui 
la £at takuv, fx'ost^i^i^^ qui I'ei^ibi^/*^^^^ 
du commeroe , soii ^ faire iexk;«ite^ des ttdv^ftx p^6'^^ 
dilotifs y aoift id*a«Mtit;phi5 ^an4s ; ^yt\ p^iit f enouvel^r*^ 
^9 die ftMB cei^idiaftgett, *oti'iiiiAi]^l»>6«i^ttavau!x.'fl^ 
tint de 14 qti*qaQkil|dmm« xpn edaipemfe m^ ^(^nittie-d'ar^ 

au bout d*un certain temps, y joindrectofe^rittibttttdiL 
pour dedqnmager rl^ <p^l|^uf:4^-avAntages qu*eUe lut 
eut procures s'il 1 avait employee lui~m€m^ Te]]lft;$al> 
Tidee qu*on doit se faije de^Jiatef^t^de largent^ Pour le 
determiner, on rapp'orte toutes les sommes a celle de 

rapportet cette.4«rBitti!»ian bo^vdVii)t»m(n dl^M&j^ 
d^m»e iuilA^^^pilr;iixenpi&»iOi^i2B8at)pa»ki:ie'Iieti^ 
pos^rtes conaidcraiacRltrqiii/i djumo]^qui>(l;ienre'de"S]^' 
qiiiatiQ09*folAt]hBqB9eDlet ^a^Mt^ i'u^Sv^di^ iVgehf i 
elles ne peuvent entrer que 4aa<^di^s^i^UaaMi^^^thta4-'' 
tique politique et commerdale , qjii doiv^ent etre prece- 
des de ceux dun:Sc«^^ "des probabihtfes; ^etlnon objet , 
d^sce qui suit. ;^*e§tgp^ de.i:efowiiiftflU?J<lue3rUJ?a^^8 
prbblemes qu'otee^tWpro^^^c^ .', aW 
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Je stipposerai, en general, que Ton soit oonrentt 
de donner au bout d*un an , pour la somme i , un in— 
tirfit d^signe par r^ r etant une fraction; il ea^t evi- 
dent que Tinteret d'une somme loo, pendant le meme 
temps, sera loo r, que celui d'une somme quelconque a, 
•era exprime par ar; ^t si on designe ce dernier par a ^ 
on aura 

A'zszar. . 

Par cette relation ^jl est f^pile dfe trouverlmter^t pour une 
tOmme quelconque, lordqu*on a celui que donne lOO £r. 
on m^me toute aiitre somme pendant un temps conhu ; 
cette question s'appelle calcul d'interet simple, 

267. Mais ^i k preteur , au lieu de retirer chaqtte 
annee Tinter^t du capital qu'il a affanci, le laisse entre 
*le8 mains de Temprunteur , pour lefaire valoir conjoin^ 
tement ayec la somm^ primitive ^ pendant Tann^e sui— - 
yante, au bout de cette annee le capital aura acquis une 
Taleur qu'on trouyera ainsi : le capital primitif etant a, 
augment^ de Tint^ret ar, il denieodra, au boutde la 
premiere ann^e^ 

a + iir=a(i+V); 
•renfaisant 

a(i+r)=<, 

Fint^r^t de la somme c^ pour un an 4tant o^r, celui 
de la somme a{i+r) , sera^pendantlasecondeannee, 
or(irf'r)', etde mSme qu*auboat de la premiere an-* 
nie, le capital a, augmeate de Imterit qu*il devait rap-: 
porter , est deyenu a (i+O > 1® capital d deviendt^^' 
4 la fin de la seconde ataa^ , 

c/ (i+r) = a(i + r)»=a^ 

Si leprlteur ne retire point encore le capital a" a .la 
fia dejcette ann^e-^ et qi9*il le laisse pendant une troi- 
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tt^me ann^e > au bout dd celle-d^ il lui sera dd ^ d*apr6i 
ce qui pr^c^de. 

On yoit sans peine qu'apris la quatri^me annie ^ (P S€- 
rait change en 

c^(i+r3 = a(i-(-r)<, 

et ainsi de suite; et que par consequent la sommepr^t^e 
d'abord et les sommes k rendre k la fin de la premiere , 
de la seconde ^ de la troisiSme^ de la quatri^me » etc. y 
aon^e^ forment cette progression par quotiens : 

^a:a(i+r):a(i-fr)*:a(i+ry:a(i+r)*: etc., 

dont le quotient est i +r, et le terme g^n^ral 

le nombre n marquant celui des annees ^coul^es depuis 
Tinstant du pret. 

Le taux d*inter6t leplus ordinaire est ()e 5 pour loo, 
c*est-a-dire que pour loo francs pret^s pendant un an ^ 
on doit rendre io5 &ancs : on a done 

*ioor=5, ou r=~—'h, et i +r=|i. 

Si Ton voulait sayoir ce que devient la sonune a, aban- 
donn^e, ainsi qu'on yient de le dire^ pendant a5 annees^ 
par exemple^ on auraitalors 

„=a5, et a(^ 

«tt lieu de la 80mme primitiye. La flS® puissance de ^~, 
ifeyalne pro^ptement parle moyen.des logarithmes, 
puisqu'on a (flSd) 

1 f — J =a51 1^ =2 a5 (Ui — 1 ao) = o,5a973aa , 
€t qui dome " : ; 
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-/2i\ =3,386 environ, urf=3,38S q; 

eft on voit p^ti que ti?oo Jtbufsb pfteted de «ette maniere 
vaudraient 3386 franco 4u b^ut 4e 125 A>)Q«ee'r .ea- jf 
Comprenant les inttirets , etc. . : . ^ 

Si le placemeAt daxmt aoQ ,aR3| pn.^uyerait 
, . Jj=*:fir — j =i: i3i a : .., 



environ i ainsi looo francs produiraient, apres cet.e)j- 
pace dfe temps, une somme de*i3jooo francs ^miroh. 
. Ces ^^mj>le0 niontmut ^fe^c qxi^lle rapidife les fonds 
taugmentgiiit,parl'j| pc |i n » pW^ n;dp3i^%4^g<:fptfqw» 

a58, L'equation . ! . » 

donne liea. a fjuatre . questiona : I4 prei?iieye^ cpnnaifr- 
sant Uyf fit Uy trouver Ay se pr^sente toutes les foii 
qu'on <iherchexe quedevient le capital apres unpomfere 
n d*annees ; je viens d'en 3onner un exemple. 

La secohdte, connkissant ff, A et n, trOuver r, con- 
duit au tttti^t^^'interetpar te' AiWy^h de la sointtt^^- 
•miHv^,H4e «e!l*H(|ui a4t6Veihlibti^s^,*iet du 
dur6 le placement; on a diitrf <i« iaS "' • *^' ^ 



,^r=^i:-' 



La troisiemej, co^wgis^imt ^//j r ^ «» tyw^?^*^.*^ 
pour laqiielle il vient , .. ^ ^ " : ■ - 

a pour objet de ddtemliner le capital qtf il fiili^f^^ft' 

pour 
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j^oiiir ayqir droits apr^s un nombre n d'annees^ a im« 
domme ji* ^ 

La quatri^me; cdnnaissant A, a et r, troiiver n.) na 
beat se r^Souclre que ]^ar ks logarithmes (p3S, aSa). 
£n prenant celui de chaque membre de F^quatioil 
t>rQposee^ il vient 

Ui + r) 

iPar cette derni^re ^ on trouve dans combien d*axmeei 
le capital a doit avoir produit une somme ji. 

Pour en donner un exemple \ je siipposie qu'on de- 
liiande le telnpft qu'il faut pour que la sbmine primitive 
soit doublee^ le taux de Fint^ret^tant toujours 4 5p; |^ 
on auri ^ *, 

kt par consequent 

— L? -^ " ^^: 1_ Q>3oio36o ^j^ . • 
** "" IH ~ 121—120 ~ 0,0211893 ~ ^*^^ 

269. La c|aestion suiyante est une Aes pliis compli- 
^ees qu*on propose ordinairement sur ce sujet. Oft 
Suppose que le|»r£teur place chaque anni^e une nouvelle 
ftommequ il joint au capital de cette ann^e^ et celapen-^ 
dant un nonibre n d' anuses ^ on demaode quel est > au 
bout de la derni^e^ le montant de toutes pes sommes 
accumul^esayec leurs int^r^ts composes: Soient a, b^ 

Cydy fe, les sommes plac^es^la premi^re^ la seconde^ 

Ik troisi^me, la qtatri^me , etc.^ ann^e; la soinme a de" 
ih^urantentre les mains de reznpriixiteur pendant uA 
sombre n d'ann^es y deyieodra 
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iz(i+r)»; 

la somme b, qtn n*y reste que n— *i annied, se cliaii^ 
gera en 

la somme c, pretee pendant i»-— a annees seulemeiiit, 
deviendra 

et ainsi des autres; enfin la demiere, k, qui n'est em^ 
ployee que pendant un an , ne donne que 

ft(it^r): 
on aura done ^ 

J^=±a(i+r)»+6(i+r)»'»+c(i+r)»-*. . . .+fc(i+r); 

En calculant chaque termedu second membre separe* 
ment , on aura la valeur de ji. 

L*op^ration se sunplifie beancoup lorsque 

car dans ce cas on a 

^=a(i+r)«+a(i+r)»-»+a(i+r)«-*. . . .+aCi+r); 

le second membre de cette elpiation forme une progres- 
sion par quotiens, dont le premier terme est a (i+f) , 
le dernier a (i + r)% et le quotient i-^r, ^ dont la 
•Oiume est , par . con^quent 

«n aura done alors 

r 

Cette ^uatiojl preaente ajissi qiiatre questions corres* 
(oad^tes 4 ^Ues que j'ai ^ooacees sur T^quation 
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aSo. L68 placemens qu'on nommeanmtk^s sont in- 
verses du precedent : cest Temprunteiir qui s'acquitte 
d'un capital avec ses inter^ts , en divers paiemens faitsa 
des termes egalemest eloignes. Les paiemens effectues 
par remprunteur avant la fin du remboursement , peu- 
vent ^tre consideres cammedesavancesfaitesau preteur 
aur ce remboursement ^ et dont la yaleur depend dii 
temps qui s'^coule ent^eFune de ces epoques et Tautre. 
Ainsi, en designant chaque paiement par a , le premier 
paiement qui a lieu h — i annees ayant Texpiration du 
dernier terme , rapporte a cette epoque, vaut necessai-» 
rement a ( i -+•'*)'*""*; le second, rapporte a la meme 
^poque , ne yaut que a ( i -f- r)"*^ ; le troisieme , 
c ( 1 +'')"'"^> et ^iisi des autres jusqu'au dernier, qui 
n a que la yaleur a, Mais d'un autre cdt6, la somme 
pretee etant representee par A, yaudA entre les mains 
de remprunteur, apres n annees , un capital A (i-f-r)", 
qui deyra 6tre egal a toutes les ayances reunies que le 
preteur li re9ues de lui, on aura done 

*ou, en prenant la somme de la progression que forme 
le second membre , 

Equation dans laquelle on pent prendre alternatiyement 
pour inconnue la qnantite j4, que j'appelterai lepnxde 
I'annuite , parce que c^est la somme qu'elle represente,, 
la quantite a, qui est la qitotit^ de Tannuite, laquantite 
r, qui est le taux de TinterSt , et enfinla quantit^ /i, qui 
exprimela duree de Tannuit^. Pour trouyer cette der^. 
niere , il faut necessairement recourir aux logarithiuesi; 
on d^gage d'abord ( i -f- r)", ce qui donne 

(i+r)»=— ^. 
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•t enprenantleslogaritfames, il vient 

»1 (i-f-r) = la— l.(a— ^r); 

"-: la+r) ' • 

aGi. Pour montrer Fusage des formules ci-d«8su9, 
Je les appliquerai a la question suiyante : * 

Trouver quelle somrne ilfaut dormer^ annu^llemen^ ' 

pour eteindre en iQans, unedfitte de lOO francs avec se^ 
intereU pendant ce temps, Vintirei annuel itan^ a 5 g . f . tf 

' I>ans cet exemple^ on co^ini^k ],es quantity ' 

•t on 4emande Tanifpite a\ Fiquatio^ 
ftant resqlu^ par rapport a la l^ttre a, donne ' 



a = - 



]^1 faut mettre dans cette e:^pression les valeurs des lettreg 
j^, r et ;i^ et pour plus de facilite ^ calculer d*abord, au 
mpyen des logariti^mes , la qu,antite (1 -{;;'')"> q^ui 1^^ 
vient a (H)\*, et; on trouvera 

(f;)'*= 1,79586- 
Au moyen de cette yaleur, il viendra 

^^ iQo- fo » i>79.586 ^ 5 » 1.79586 , 

1,79586— rl 0,79686 / 

et en 6yaluant la derniere expression , soit imm^diatjGr 
ineut^ soit par les logaritfames , on trouyera 

^ a:==i 11,2826.: 
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JH faudra done une annuite de 1 1^- 28 potur ^tebdne en 
Id ans le capital 100^ le taux aimuel d'iat^ret ^tant 
^ 5 pour |. 

' sGa. De pins grands details eur pes questions pas- 
feraient les homes que jeme suisprescrites; j'observerai 
feulement que /pour comparer k yaleurde plusieurs 
9oinmes^ par rapport a celui qui doit les payer ou les re-- 
ceYpir, ilfautlesreduire^lam^meepoque^ c'est-a-dire, 
phercher ce qu*elles donneraient de capital k une m^me 
i^poque/ Un banquier , par exemple , doit une somme a 
payable dans n annees ; pour s*acquitter , il donne un 
^fFet dont la yaleiM^ est representee par h, et doit sc^ 
payer dans p annees ; en rapportant la premiere somma 
au moment ouil efiPectue son operation , elle ne yaut que 

*-r — J— r^> parce qu*elle doit Stre consid^r^e conmie 1« 

yaleur primitiye d*un <^pital deyenu a, apr^s 71' annees; 
la somme b ne yaut^ par la m^me raison^ a cette ^poque^ 

gae 7 — ; — r- I la difference 

a b • 



(i+r)» (i+r)? 

Iliarquera done , suiyant qu'elle sera positiye ou ni-^ 
gatiye^ ce que doit donner ou receyoir le banquier en 
Tetour de son echange; etsiceretour ne pouyait se payer 
^ue dans un nombre q d'annees , en designant par c sa 
yaleur au moment de l*op^ration , il deyiendrait 

ensorte qu'il serait ^quiyalent a 



